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NRIR<w jR a3,Rq3a LRa3 RCIY `3,Rq3aw Cc 3uja,jCN< LRa3 RCI 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c 8aRL 3uCcjCN<
a3c3aqRCaY /naCN< 0aCIICN<. NjnaI Ua3ccna3 sCj@CN j@3 a3c3aqRCa ,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RnjY i@Cc Cc UaCLaw a3,Rq3awd @Rs3q3a.j@3 a3c3aqRCaȕc Ua3ccna3 03,ICN3c 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j3,@NRIR<C3c cn,@ c CNcjIICN< UnLUc Ra CNE3,jCRN R8 sj3a N0 <c CNjR j@3 s3IIY
BN IRs U3aL3$CICjw N0 URaRcCjw a3c3aqRCac. RCI Cc jaUU30 RN j@3 aR,G N0 Cc nN$I3
jR $3 3uja,j30 $w j@3 CNCjCI 0aCIICN<Y BN j@Cc ,c3. s3II cjCLnIjCRN j3,@NC\n3c cn,@
c 8a,jnaCN< Cc nc30 jR CN,a3c3 j@3 U3aL3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cjCLnIjCRN a3 8a,jnaCN< N0 LjaCu 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,jnaCN< cjCLnIjCRN. nC0 Cc
CNE3,j30 CN @C<@3a Ua3ccna3 j@N j@3 a3c3aqRCa Ua3ccna3. s@C,@ I30c jR RU3NCN< R8
N3s ,@NN3IcY i@3 CNE3,j30 nC0 ,N $3 RCI s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,C0Y BN j@3 L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L3j@R0Y BN j@Cc L3j@R0 ,C0 a3,jc sCj@ j@3 aR,G. 0CccRIq3c URajCRN R8 j@3 aR,G 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RU3N nU j@3 3uCcjCN< cU,3c j@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CN jR j@3 s3IIA$Ra3 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N RUjCLnL ,RN0CjCRN 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I sRaGc @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 cn,,3cc8nI ,C0 8a,jnaCN<. Cj Cc
CLURajNj jR CNq3cjC<j3 j@3 3{3,j R8 j@3 Ua3c3N,3 R8 8a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 cRna,3 R8 sj3a N0 RCI a3 8a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 c,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$CICjw c,Ia ,N $3 03~N30 c.
|k| = ϕ w
2
f
12μ
VlYSkW
i@3 nNCj U3aL3$CICjw j3NcRa [F] Cc 03~N30 CN  ,RLU,j 8RaL.
[F] = (δij − ni nj)CiCj VlYS:W
s@3a3 δij Cc j@3 FaRN3,G3a 03Ijd ni N0 nj a3 ,RLURN3Njc R8 j@3 NRaLI q3,jRa
jR j@3 8a,jna3 UIN3 nˆY i N0 j cjN0 8Ra j@3 Raj@R<RNI IR,I a383a3N,3c u3c x′.
y′ N0 z′ RN j@3 8a,jna3 UIN3Y BN Ra03a jR 3qInj3 j@3 Rs 0Cc,@a<3 8aRL /a,w
Is CN 2\njCRN VlYSW. j@3 @w0anIC, ,RN0n,jCqCjw j3NcRa Cc R$jCN30 $w LnIjCUIwCN<
j@3 U3aL3$CICjw j3NcRa $w j@3 ,aRcc c3,jCRN a3 U3aU3N0C,nIa jR Rs V2wf ×HWd
?w0anIC, ,RN0n,jCqCjw j3NcRa $3,RL3c.
E = −2ϕH
3μ
w3f (δij − ni nj)CiCj VlYS9W
7a,jna3 QaC3NjjCRN
i@3 RaC3NjjCRN 03~N3c  cCN<I3 8a,jna3 UIN3 CN cU,3Y BN;3RIR<w.  UINa cna8,3
Cc ,RLLRNIw 03~N30 CN j3aLc R8 cjaCG3 ICN3 N0 0CU ICN3Y i@3 cjaCG3 ICN3 R8  UINa
83jna3. Cc j@3 ICN3 a3Ua3c3NjCN< j@3 CNj3ac3,jCRN R8 j@j 8a,jna3 sCj@ N CL<CNaw
4 7InC0 7IRs CN j@3 7a,jna30 `R,G
d
z
y
x
dip
7C<na3 lYS- N CIIncjajCRN R8  7a,jna3 UIN3 sCj@ 0CU N<I3 d N0 yCLnj@ Ozï
@RaCyRNjI UIN3Y i@3 N<I3 $3js33N j@3 cjaCG3 ICN3 N0  a383a3N,3 q3,jRa. VyW Cc
,II30 j@3 yCLnj@Y i@3 CN,ICNjCRN N<I3 $3js33N j@3 CN,ICN30 8a,jna3 N0 j@3
@RaCyRN Cc j@3 0CU N<I3 dY  8a,jna3 UIN3 N0 Cjc RaC3NjjCRN Cc CIIncjaj30 CN
~<na3 VlYSWY BN j@Cc sRaG j@3 8a,jna3 UIN3 Cc 03~N30 sCj@ j@3Ca IR,I ,RRa0CNj3
cwcj3L sCj@ Raj@R<RNI u3c R8 x′. y′ N0 z′. j@3 q3,jRa NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3
Cc CN x′ 0Ca3,jCRN. i@3 $IR,G ,RRa0CNj3 u3c a3 x.y N0 z. s@3a3 z Cc j@3 q3ajC,I
0Ca3,jCRN N0 x N0 y u3c a3 RN j@3 @RaCyRNjI UIN3Y
lYSYk +RNjCNnCjw 2\njCRN
BN /a,w 3\njCRN. j@3a3 Cc jsR nNGNRsN UaL3j3ac. j@3 q3IR,Cjw N0 Ua3ccna3
<a0C3Nj q3,jRacY i@3 q3IR,Cjw q3,jRa ,N $3 03~N30 $w ncCN< j@3 Lcc ,RNjCNnCjw
3\njCRN. s@C,@ Cc $c30 RN j@3 UaCN,CUI3 R8 ,RNc3aqjCRN R8 Lcc. N0 CN0C,j3c
j@j j@3 aj3 j s@C,@ Lcc 3Nj3ac  cwcj3L Cc 3\nI jR j@3 aj3 j s@C,@ Lcc I3q3c
j@3 cwcj3LY i@3 ,RNjCNnCjw 3\njCRN Cc 03c,aC$30 c 8RIIRscY
∂ ρϕ
∂ t
+∇ ·U = qs VlYSfW
s@3a3 qs Cc j@3 cRna,3 N0 cCNG j3aL. 03c,aC$CN< a3c3aqRCa sCj@0asI Ra CNE3,jCRN.
N0 ϕ a3Ua3c3Nj URaRcCjw R8 j@3 aR,GY i@3 ,RNjCNnCjw 3\njCRN I30c jR j@3 2\njCRN
VlYSeW 8Ra CNA,RLUa3ccC$I3 Rs $w LGCN< N ccnLUjCRN j@j j@3 UaR,3cc Cc CN
cj30wAcjj3 N0 j@3a3 Cc NR cCNG N0 cRna,3 j3aLY
∇ ·U = 0 VlYSeW
lYSY: bU3,C3c iaNcURaj 2\njCRN
i@3 jaNcURaj 3\njCRN Cc 03aCq30 $w $IN,CN< II Lcc nu3c ,aRcc j@3 cwcj3LY
?3a3. ,RNq3,jCRN N0 0CcU3acCRN 03j3aLCN3 j@3 jaNcURaj UaR,3cc R8 nC0 CN j@3
lYSY 7IRs CN j@3 bCN<I3 TRaRcCjw 7a,jna30 `3c3aqRCa O
URaRnc L30CY i@3 jaNcURaj 3\njCRN Cc UUIC30 jR II cU3,C3c CN j@3 cwcj3LY
ϕ
∂ C
∂ t
+U · ∇C −∇ · (ϕ.2 · ∇C)− qm = 0 VlYS4W
i@3 ~acj j@a33 j3aLc CN j@3 3\njCRN a3Ua3c3Nj ,,nLnIjCRN. ,RNq3,jCRN N0 0CcA
U3acCRN R8 j@3 Lj3aCI. a3cU3,jCq3IwY i@3 8Raj@ j3aL Cc 03~N30 c  cCNG Ra cRna,3
j3aLY C Cc j@3 cU3,C3c ,RN,3NjajCRN. .2 Cc j@3 0CcU3acCRNY BN j@Cc sRaG j@3 38A
83,j R8 @3j3aR<3N3Cjw R8 j@3 URaRnc L30C 8Ra 03~NCN< j@3 0CcU3acCRN j3NcRa Cc NRj
,RNcC03a30 N0 @3N,3 .2 = DeBY
Sz 7InC0 7IRs CN j@3 7a,jna30 `R,G
+@Uj3a k
,C0 BNE3,jCRN CNjR j@3 7a,jna30
`3c3aqRCa
c Cj sc L3NjCRN30 CN j@3 BNjaR0n,jCRN. ,C0 CNE3,jCRN Cc nc30 8Ra cjCLnIjCRN R8
,a$RNj3 a3c3aqRCac jR CN,a3c3 j@3 aR,G U3aL3$CICjw N0 URaRcCjwY i@3 UaR,3cc R8
,a$RNj3 a3c3aqRCa 0CccRInjCRN Cc 0Cc,nccCN< CN j@3 8RIIRsCN<Y
kYS KR03I 8Ra `R,G /CccRInjCRN
,C0 Rsc $w ,RNq3,jCRN CNjR URa3 cU,3cY i@3 ,C0 LRI3,nI3c a3 jaNc83aa30 jR
j@3 cna8,3 R8 URa3c N0 a3,jc sCj@ j@3 aR,G N0 j@3 a3,jCRN UaR0n,jc jaNc83a $,G
jR j@3 $nIG R8 j@3 RsCN< ,C0Y c  a3cnIj R8 j@3 a3,jCRN. URaRcCjw 3qRIq3c N0 ,a3A
j3c N 3cC3a Uj@ 8Ra j@3 Rs I30CN< jR CN,a3c30 U3aL3$CICjwY ?Rs3q3a. j@3
Ua3c3N,3 R8 NjnaI 8a,jna3c Ra L30CnL @3j3aR<3N3Cjw I30c jR N nN3q3N 0CccRInA
jCRNY i@3 8a,jna30 Uajc R8 j@3 L30CnL sCj@ @C<@3a U3aL3$CICjw jja,j LRa3 ,C0.
s@C,@ 8naj@3a 0CccRIq3c j@3 NjnaI 8a,jna3c. ,a3jCN< ,@NN3Ic N0 jaq3I @30 R8
j@3 8aRNjY ?3j3aR<3N3Cjw Cc a3\nCa30 8Ra j@3 ,@NN3I 8RaLjCRNY ?Rs3q3a. ,,Ra0A
CN< jR 3uU3aCL3NjI cjn0C3c )lz. lS*.  @C<@Iw $aN,@30 ,@NN3I Ra ȓsRaL@RI3ȓ Cc
a3\nCa30 jR CN,a3c3 CN U3aL3$CICjw N0 I30CN< jR 8qRa$I3 a3c3aqRCa cjCLnIjCRNY
i@3 ,@NN3I cjan,jna3 03U3N0c RN a3IjCq3 L<NCjn03c R8 ,RNq3,jCRN. 0CcU3acCRN.
N0 a3,jCRN CN j@3 L30CnL )94*. s@C,@ <CN 03U3N0 RN j@3 IR,I URa3 cjan,jna3.
IR,I q3IR,Cjw R8 j@3 nC0. IR,I 0C{ncCRN N0 IR,I a3,jCRN aj3Y B8 j@3 a3,jCRN Cc
cIRs. j@3 UaR,3cc Cc ,RNcC03a30 CN  a3,jCRNAaj3 ,RNjaRII30 a3<CL3. N0 j@3 a3cnIj
Cc LRa3 nNC8RaL ,C0 0CcjaC$njCRNY ?Rs3q3a. C8 j@3 a3,jCRN Cc q3aw 8cj ,RLUa30 jR
j@3 Lcc jaNc83a. j@3 UaR,3cc Cc GNRsN c $3CN< CN j@3 LccAjaNc83a ,RNjaRII30
a3<CL3Y i@3 Lcc jaNc83a N0 a3,jCRN UaL3j3ac a3 R$jCN30 8aRL j@3 URa3
c,I3 LR03ICN<Y i@3a38Ra3. j@3 aR,G 0CccRInjCRN U@3NRL3N Cc  ,RnUICN< $3js33N
SS
Sl ,C0 BNE3,jCRN CNjR j@3 7a,jna30 `3c3aqRCa
UaR,3cc3c j jsR I3N<j@ c,I3c- /a,w c,I3 N0 URa3 c,I3cY bCN,3. j@3 ,@NN3I
cjan,jna3 Cc NRj j@3 R$E3,jCq3 R8 j@Cc sRaG. j@3 URa3 c,I3 UaL3j3ac R$jCN30 8aRL
cjn0C3c R8 ;RI~3a 3j IY )l:* N0 a3 CNUnjc jR j@3 /a,w c,I3Y
 Lj@3LjC,I 03c,aCUjCRN R8 ,C0 jaNcURaj CN 8a,jna30 URaRnc L30CnL N0
0CccRInjCRN UaR,3cc Cc Ua3c3Nj30 $w ;RI~3a 3j IY )l9* $w ,RNcC03aCN< j@3 8RIIRsCN<
ccnLUjCRNcY
SY i@3 a3,jCRN UaR0n,jc. s@C,@ jaNc83a $,G jR j@3 $nIG. a3 q3aw cLII j@nc Cj
Cc ccnL30 j@3w 0R NRj ,@N<3 j@3Ca jRjI nC0 LccY
lY i@3 CNj3a8,3 c@U3 ,@N<3c a3 cIRs. @3N,3 j@3 0CccRInjCRN 0R3c NRj ,@N<3
j@3 Lcc nud ,RNjCNnCjw 3\njCRN Cc ,RNcC03a30 CN cj30wAcjj3 C8 j@3a3 Cc NRj
Nw Rj@3a cCNG N0 cRna,3 j3aLY
kY i@Cc LR03I Cc ,RNcC03a30 c  Lcc jaNc83a ,RNjaRII30 a3<CL3d j@3 a3,jCRN
Cc q3aw 8cj N0 j@3 ,C0 ,RN,3NjajCRN j j@3 nC0AcRIC0 U@c3 Cc N3<IC<C$I3Y
i@3 q3IR,Cjw N0 Ua3ccna3 ~3I0 8Ra ,C0 Rs Cc ,I,nIj30 8aRL j@3 3\njCRNc CN j@3
Rs LR03I. s@C,@ a3 03c,aC$30 CN j@3 Ua3qCRnc c3,jCRNY i@3 ,C0 ,RN,3NjajCRN j
3,@ URCNj R8 j@3 a3c3aqRCa Cc 3qInj30 8aRL j@3 jaNcURaj 3\njCRNY
kYSYS ,C0 iaNcURaj 2\njCRN
i@3 jaNcURaj 3\njCRN 8Ra ,C0 CN j@3 URaRnc L30C UUaRuCLj30 c-
ϕ
∂ Ca
∂ t
+U · ∇Ca = ∇ · (ϕ.2 · ∇Ca)− αc(Ca) VkYSW
i@3 8Raj@ j3aL R8 j@3 2\njCRN VkYSW Cc 03~N30 c  cCNG Ra j@3 ,C0 ,RNcnLUjCRN
j3aL N0 03c,aC$3c j@3 03UI3jCRN R8 ,C0 0n3 jR j@3 a3,jCRNY αc Cc j@3 IR,I Lcc
jaNc83a ,R3|,C3NjY i@3 03jCI30 CN8RaLjCRN a3 qCI$I3 CN )l9. fl*Y
kYSYl `R,G /CccRInjCRN
i@3 LRnNj R8 cRIC0 0CccRIq30. s@C,@ ,nc3c URaRcCjw 3qRInjCRN. Cc 3\nCqI3Nj jR j@3
LRnNj R8 ,C0 ,RNcnL30d i@3 3qRInjCRN R8 j@3 URaRcCjw ~3I0 Cc 03~N30 $w ncCN<
j@3 cjRC,@LC3jaw R8 j@3 a3,jCRN saCjj3N CN 3\njCRNVkYlWY
∂ ϕ
∂ t
=
β αcCa
ρR
VkYlW
s@3a3 ρR Cc j@3 aR,G 03NcCjw. β a3Ua3c3Njc j@3 cjR3,@CRL3jaC, ,R3|,C3Nj R8 j@3
,@3LC,I a3,jCRNY i@3 a3cnIjCN< ,C0 ,RN,3NjajCRN UaR~I3 8aRL 3\njCRNVkYSW Cc
nc30 jR cRIq3 j@3 0CccRInjCRN 3\njCRN jR ~N0 j@3 N3s URaRcCjw ~3I0Y
+@Uj3a :
K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3
7a,jna30 +@IG
c Cj sc L3NjCRN30. ,C0 CNE3,jCRN CNjR  ,a$RNj3 a3c3aqRCa Lw CN,a3c3 j@3
a3c3aqRCa U3aL3$CICjw N0 I30c jR a3c3aqRCa UaR0n,jCqCjw 3N@N,3L3NjY ?Rs3q3a.
j@3 CNE3,j30 ,C0 CNn3N,3c j@3 U@wcC,I $3@qCRa R8 j@3 ,a$RNj3 a3c3aqRCac $w
,@N<CN< cRL3 UaL3j3ac cn,@ c j@3 @3j3aR<3N3Cjw R8 j@3 L30C 0n3 jR j@3 8a,A
jna3c 8RaLjCRN Ra j@3 aR,G 0CccRInjCRN. N0 $w ,@N<CN< j@3 nC0 Ua3ccna3 CN j@3
URaRnc L30CY bCN,3 ,a$RNj3 a3c3aqRCac cn,@ c ,@IG a3  <aRnU R8 @C<@Iw 03A
8RaL$I3 <3RALj3aCIc sCj@ cC<NC~,Nj NRNICN3aCjw CN j@3Ca ,RNcjCjnjCq3 $3@qCRa.
,C0 CNE3,jCRN Lw I30 jR a3c3aqRCa 8CIna3 0n3 jR j@3 ,@N<3 R8 j@3Ca ,RNcjCjnj3
$3@qCRaY
BN Ra03a jR LR03I j@3 ,RNcjCjnj3 $3@qCRa R8 j@3 8a,jna30 ,@IG.  ,RnUI30 ,RNA
cjCjnjCq3 LR03I. s@C,@ ,N CN,RaURaj3 $Rj@ ,@IG N0 8a,jna3 038RaLjCRN Cc a3A
\nCa30Y i@3 Ua3c3Nj30 LR03I CN j@Cc sRaG Cc 0CqC030 jR j@a33 Uajc- CNj,j ,@IG
,RNcjCjnjCq3 LR03I. 8a,jna3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I. N0  ,RnUI30 LR03I 8Ra j@3 8a,A
jna30 ,@IGY #Rj@ CNj,j ,@IG N0 8a,jna3 0CcUIw a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 03A
8RaLjCRNcY i@3 ICN3a 3IcjC, LR03I a3Ua3c3Njc j@3 a3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3
,@IG N0 j@3 8a,jna3Y i@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG Cc LR03I30 $w
j@3 j@3Raw R8 NRNICN3a UIcjC,Cjw. N0 NRNICN3a 0L<3 j@3Raw Cc nc30 jR a3Ua3c3Nj
j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3Y HcjIw  ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3
LR03I Cc 03q3IRU30 jR 03LRNcjaj3 j@3 ,RNcjCjnj3 $3@qCRa R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY
:YS HCN3a 2IcjC, KR03Ic
i@3 ,RNcjCjnjCq3 $3@qCRa Cc 3uUa3cc30 Lj@3LjC,IIw N0 a3Ij3c cja3cc j3NcRac
jR cjaCN j3NcRa CN j@3 8RIIRsCN< 8RaLY i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRNc@CU Cc saCjj3N RN
Sk
S: K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
LjaCu 8RaL. N0 @3N,3 cja3cc N0 cjaCN j3NcRac a3 saCjj3N c VLjaCuW q3,jRacY
#3,nc3 R8 j@Cc. j@3 cja3cc N0 cjaCN cjj3c a3 R8j3N a383aa30 jR c Ȓq3,jRacȓ CN j@3
8RIIRsCN< c3,jCRNcY
:YSYS HCN3a +RNcjCjnjCq3 KR03I 8Ra j@3 BNj,j +@IG
i@3 ICN3a cja3ccAcjaCN a3IjCRN R8 j@3 CNj,j ,@IG VsCj@Rnj 0Cc,RNjCNn3c 8a,jna3cW
Cc saCjj3N c-
σ = DIε
e
I V:YSW
s@3a3σ Cc j@3 cja3cc q3,jRa. εeI Cc j@3 3IcjC, cjaCN CN,a3L3NjI q3,jRaY 7Ra j@3 ICN3a
3IcjC, ,@IG. j@3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu. DI N0 jG3c j@3 8RIIRsCN< 8RaLd
.I =
E
1 + ν
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 0.5− ν 0 0
0 0 0 0 0.5− ν 0
0 0 0 0 0 0.5− ν
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
V:YlW
s@3a3 E N0 ν a3 vRnN<ȕc KR0nInc N0 TRCccRNȕc ajCR. a3cU3,jCq3IwY i@3 ICN3a
,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 CNj,j ,@IG Cc ccnL30 c N CcRjaRUC, N0 cwLL3jaC, LR03IY
:YSYl HCN3a +RNcjCjnjCq3 KR03I 8Ra j@3 7a,jna3 TIN3
i@3 8a,jna3 Cc LR03I30 c  lA/ UIN3Y i@3 ICN3a cja3ccAcjaCN a3IjCRN R8 j@3 cCN<I3
8a,jna3 Cc saCjj3N c.
ε′
d
= 6Jσ′ V:YkW
s@3a3 σ Cc j@3 cja3cc q3,jRa j j@3 IR,I ,RRa0CNj3 cwcj3L. ε′d Cc j@3 3IcjC, cjaCN
q3,jRa R8 j@3 8a,jna3 CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3 cwcj3LY 6J Cc j@3 3IcjC, ,RLUICN,3
LjaCu R8 j@3 cCN<I3 8a,jna3 UIN3 CN j@3 IR,I ,RRa0CNj3 cwcj3L N0 jG3c j@3
8RIIRsCN< 8RaL-
6J =
⎡
⎣k−1n 0 00 k−1s 0
0 0 k−1t
⎤
⎦ V:Y:W
kn Cc j@3 cjC{N3cc NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3. N0 ks N0 kt a3 j@3 c@3a cjC{N3cc3c
R8 j@3 8a,jna3 UIN3 CN jsR Raj@R<RNI 0Ca3,jCRNc CN j@3 IR,I ,RRa0CNj3c R8 j@3
8a,jna3 UIN3 )9l*Y
:YlY 2IcjRAUIcjC, KR03I S9
:Yl 2IcjRAUIcjC, KR03I
B8 cRL3 Uajc R8 j@3 CNj,j ,@IG CN a3cURNc3 jR UUIC30 IR0 Cc nN03a<RCN< Caa3A
q3acC$I3 038RaLjCRN.j@3 Lj3aCI $3@qCRa Cc 3IcjRAUIcjC,Y #3,nc3 j@3 3IcjRA
UIcjC, $3@qCRa R8 j@3 Lj3aCI 03U3N0c RN j@3 cja3cc @CcjRaw R8 j@3 Lj3aCI. j@3
,RNcjCjnjCq3 a3IjCRNc a3 3uUa3cc30 CN CN,a3L3NjI 8RaL c-
Δσ = .epΔε V:Y9W
iR $nCI0  ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra j@3 ,@IG. j@3 8RIIRsCN< ,RN,3Ujc N0 UaCN,CUIc
a3 a3\nCa30d
bjaCN 00CjCq3
i@3 jRjI CN,a3L3NjI cjaCN ,N $3 cUICj 00CjCq3Iw CNjR 3IcjC, N0 UIcjC, UajY
Δε = Δεe +Δεp V:YfW
vC3I0 bna8,3
i@3 Lj3aCI @q3 ,3ajCN 0LCccC$I3 cja3ccAcjaCN cjj3c. j s@C,@ cja3cc q3acnc
cjaCN ,N NRj a3,@ $3wRN0 j@Cc cjj3Y i@3 $RnN0aw $3js33N 0LCccC$I3 N0 CN0A
LCccC$I3 cja3cc cjj3 a3<CRNc Cc 03~N30 $w  cna8,3 ,II30 wC3I0 cna8,3Y Kj3aCI
s@C,@ IC3c nN03a j@3 wC3I0 cna8,3 Cc ,II30 3IcjC,. s@3a3c RN j@3 wC3I0 cna8,3 j@3
Lj3aCI @q3 3IcjRAUIcjC, $3@qCRaY i@3 cna8,3 Cc  8nN,jCRN R8 j@3 cja3cc cjj3.
σ. N0 Cjc cCy3 ,@N<3c c  8nN,jCRN R8 j@3 CNj3aNI UaL3j3ac η. s@C,@ ,N $3
a3Ij30 jR @a03NCN< Ra cR8j3NCN< UaL3j3acY ?a03NCN< N0 cR8j3NCN< UaL3j3ac
a3 a3Ij30 jR j@3 L<NCjn03 R8 UIcjC, cjaCN Ra UIcjC, sRaGY
i@3 L<NCjn03 R8  wC3I0 8nN,jCRN F Cc nc30 jR C03NjC8w j@3 jwU3 R8 j@3 Lj3aCI
$3@qCRaY B8 F (σ,η) < 0. j@3 Lj3aCI Cc Una3Iw 3IcjC,. N0 j@3 Lj3aCI 0CcUIwc
UIcjC, $3@qCRa C8 F (σ,η) = 0. N0 F (σ,η) > 0 Cc N CN0LCccC$I3 cCjnjCRNY BN
j@Cc sRaG. j@3 wC3I0 8nN,jCRN Cc ,I,nIj30 8aRL j@3 cja3cc CNqaCNj \nNjCjC3c CNcj30
R8 cja3cc q3,jRacY bja3cc CNqaCNj \nNjCjC3c a3 nc38nI $3,nc3 j@3w a3 CN03U3N03Nj
R8 j@3 a383a3N,3 u3cY i@3 qaCRnc CNqaCNjc. s@C,@ a3 nc30 @3a3. a3 ICcj30 CN j@3
8RIIRsCN< c3,jCRNY
bja3cc N0 bjaCN BNqaCNj
i@3 CNqaCNjc 03~N30 8Ra kA/ cU,3 a3 c 8RIIRsc.
SY K3N cja3cc. pm
pm =
1
3
(σxx + σyy + σxx) V:YeW
Sf K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
lY /3qCjRaC, cja3cc. J
J =
√
3J2 V:Y4W
s@3a3 J2 Cc j@3 lN0 CNqaCNj R8 03qCjRaC, cja3cc.
J2 =
1
2
[S2x + S
2
y + S
2
z ] + σ
2
xy + σ
2
yz + σ
2
zx V:YOW
s@3a3. Sx = σxx − pm. Sx = σxx − pm. Sx = σxx − pmY
Q8j3N
√
J2 Cc nc30 c  UaL3j3a R8 j@3 wC3I0 8nN,jCRNY
kY HR03 N<I3. θ
i@3 IR0 N<I3 θ Cc 03~N30 qC
cCN(3θ) =
3
√
3
2
J3
J2
√
J2
V:YSzW
J3 Cc j@3 j@Ca0 CNqaCNj R8 03qCjRaC, cja3cc.
J3 = Sx Sy Sz + 2σxy σyz σzx − Sx σ2yz − Sy σ2zx − Sz σ2xy V:YSSW
TIcjC, 7IRs `nI3
BN Ra03a jR 03~N3 j@3 0Ca3,jCRN R8 UIcjC, cjaCN a3<a0CN< jR j@3 CLURc30 cja3cc. 
Rs anI3 Cc 03~N30Y 7aRL j@3 UaCN,CUI R8 LuCLnL UIcjC, 0CccCUjCRN N0 Fn@NA
in,G3a RUjCLICjw ,RN0CjCRN ):e*. j@3 Rs anI3 ,N $3 3uUa3cc30 c 8RIIRs.
Δεp = γp
∂ Qp
∂ σ
V:YSlW
s@3a3Δεp Cc j@3 CN,a3L3NjI UIcjC, cjaCN q3,jRa. Qp Cc j@3 UIcjC, URj3NjCI 8nN,A
jCRN. N0 γp Cc  UIcjC, c,Ia LnIjCUIC3a. s@C,@ Cc  NRNAN3<jCq3 qIn3Y B8 j@3
URj3NjCI 8nN,jCRN Cc 3\nI sCj@ j@3 wC3I0 8nN,jCRN. j@3 UIcjC,Cjw LR03I Cc ,II30 j@3
ccR,Cj30d Rj@3asCc3. NRNAccR,Cj30 )kz*Y
:YlYS i@3 2IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 +@IG- i@3 BbK;2Q
+@IG LR03I
+@IG $3@q3c c  8aC,jCRNI Lj3aCI N0 Cjc nIjCLj3 cja3N<j@ Cc 03~N30 sCj@ a3A
cU3,j jR j@3 c@3a 8CIna3. CN s@C,@ j@3 <aCNc R8 Lj3aCI cIC03 a3IjCq3 jR 3,@ Rj@3aY
?Rs3q3a. c@3a 8CIna3 Cc NRj j@3 RNIw 8CIna3 L3,@NCcL j@j Lw R,,nac CN ,@IGd
,@IG Cc  @C<@ URaRnc Lj3aCI N0 nN03a  ,RLUa3ccCq3 IR0CN< N Caa3q3acC$I3 03A
,a3cCN< CN URa3 qRInL3 Cc R$c3aq30. s@C,@ Cc 03c,aC$30 c URa3 ,RIIUc3 wC3I0CN<Y
BN j@Cc sRaG. j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3 Ua3c3Nj L3,@NC,I $3@qCRa R8 ,@IG Cc
:YlY 2IcjRAUIcjC, KR03I Se
$c30 RN j@3 BbK;2Q ,@IG LR03I. s@C,@ @c $33N 03q3IRU30 $w TICc,@G3 )fz*Y
i@3 ,@IG LR03I CN,In03c jsR CN03U3N03Nj wC3I0c L3,@NCcLc- c@3a 8CIna3 N0
URa3 ,RIIUc3Y i@3 c@3a 8CIna3 @q3 UaCRaCjw Rq3a j@3 URa3 ,RIIUc3Y ?Rs3q3a.
NRj@3a 8CIna3 L3,@NCcL CN s@C,@ j@3 ,@IG <aCNc UnII Uaj Cc IcR R$c3aq30
3uU3aCL3NjIIw. N0 Cc R8j3N ,II30 j3NcCI3 8CIna3Y BN j@Cc sRaG s3 N3<I3,j j@3 aR,G
8CIna3 0n3 jR j@3 j3NcCI3Y
SY b@3a 7CIna3- i@3 wC3I0 8nN,jCRN Cc cjaC<@j ICN3 CN cja3cc CNqaCNj VJ, PmW
cU,3 03~N30 $w j@3 KR@aA+RIRnL$ 8nN,jCRN c 8RIIRsc.
F p =
√
J2
{
,Rc(θ)− cCN(φ) cCN(θ)√
3
− ζ [2 ,Rc(2θ)− 1]
}
+
− [pm cCN(φ) + c ,Rc(φU3G)] V:YSkW
N0 j@3 URj3NjCI 8nN,jCRN Cc 3uUa3cc30 c.
Qp =
√
J2
{
,Rc(θ)− cCN(ψ) cCN(θ)√
3
− ζ [2 ,Rc(2θ)− 1]
}
+
− [pm cCN(ψ) + c ,Rc(ψU3G)] V:YS:W
s@3a3. ζ c,I3c j@3 CLU,j R8 j@3 CNj3aL30Cj3 UaCN,CUI cja3ccY φ Cc j@3 8aC,A
jCRN N<I3 N0 c Cc j@3 ,R@3cCRN. s@C,@ a3 $Rj@ qawCN< 0n3 jR @a03NCN<
N0 cR8j3NCN<Y MRj3 j@j j@3 UIcjC, URj3NjCI Qp Cc 03c,aC$30 $w j@3 cL3
8nN,jCRN c j@3 wC3I0Y ?Rs3q3a. j@3 8aC,jCRN N<I3 φ Cc a3UI,30 $w j@3 0CA
IjN,w N<I3 ψY BN Ra03a jR @q3  a3ICcjC, 03c,aCUjCRN R8 j@3 qRInL3jaC,
UIcjC, cjaCN ,@N<3c.  NRNAccR,Cj30 Rs anI3 Cc nc30Y
+@IG UaRU3ajC3c cn,@ c ,R@3cCRN N0 8aC,jCRN qaw 0naCN< IR0CN<. s@C,@
@a03N Ra cR8j3N j@3 KR@aA+RIRnL$ wC3I0 8nN,jCRNY ?a03NCN< R8 j@3 wC3I0
cna8,3 Cc UUIC30 jR j@3 LR03I $w CN,a3cCN< j@3 8aC,jCRN N<I3 $38Ra3 c@3a
cja3N<j@ a3,@3c j@3 U3G cja3ccY 8j3a a3,@CN< j@3 U3G cja3cc. j@3 Lj3aCI
3uU3aC3N,3c UaRNRnN,30 cR8j3NCN< $w 03,a3cCN< ,R@3cCRN N0 8aC,jCRN N<I3Y
7Ra j@3 0CIjN,w N<I3 ψ. j@3 @a03NCN< N0 cR8j3NCN< a3 j@3 cL3 c 8Ra j@3
8aC,jCRN N<I3 φY BN,a3c3 R8 j@3 8aC,jCRN N<I3 8aRL φini jR φpeak Cc 03c,aC$30
$w j@3 8RIIRsCN< a3IjCRNY
φ = φini +
(φpeak − φini)
√
2 εpl ε
peak
pl − (εpeakpl )2
εpeakpl
V:YS9W
8j3a a3,@CN< j@3 U3G cja3N<j@ VcU3,C~30 c- εpl = ε
peak
pl W. j@3a3 Cc N 3uA
URN3NjCI 03,ICN3 jR j@3 a3cC0nI qIn3c. φresY
φ = (φpeak − φres) eΥ(εpl−εpeak) + φres V:YSfW
S4 K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
+R@3cCRN c Cc ccnL30 jR $3 ,RNcjNj c j@3 CNCjCI qIn3 cini. nNjCI j@3 U3G
cja3N<j@ Cc a3,@30Y +R@3cCRN j@3N 03,ICN3 ICN3aIw nNjCI j@3 a3cC0nI ,R@3cCRN
cres Cc a3,@30Y
c = cini − η (εpl − εpeakpl ) V:YSeW
s@3a3 Υ N0 η a3 j@3 @a03NCN< N0 cR8j3NCN< UaL3j3acY
2\nCqI3Nj UIcjC, cjaCN. εpl. Cc 03~N30 c-
εpl =
√
2 (εxx,pl − εv,pl
3
)2 + (εyy,pl − εv,pl
3
)2 + (εzz,pl − εv,pl
3
)2 + ε2xy,pl + ε
2
yz,pl + ε
2
zx,pl
V:YS4W
s@3a3. εv,pl Cc j@3 qRInL3jaC, UIcjC, cjaCNY
lY TRa3 +RIIUc3- i@3 wC3I0 cna8,3 8Ra URa3 ,RIIUc3 Cc 03~N30 $w N 3IICUc3 CN
J−pm cU,3. N0 j@3 Rs anI3 Cc ccnL30 c N ccR,Cj30 UIcjC, RsY i@3
URa3 ,RIIUc3 wC3I0 8nN,jCRN Cc 3uUa3cc3c c.
F p = 3
√
J2
2
+M2 (p2m − pm pcc) V:YSOW
M Cc j@3 UaL3j3a R8 URa3 ,RIIUc3 8nN,jCRNY pcc Cc a3Ij30 jR j@3 @w0aRcjjC,
URa3 ,RIIUc3 cja3N<j@ pcY
pcc = pc(
˙εv,pl
ε˙0
)b V:YlzW
ε˙0 Cc j@3 a383a3N,3 qRInL3jaC, UIcjC, cjaCN aj3 N0 j@3 3uURN3Nj b Cc  Lj3A
aCI UaL3j3aY pc Cc  8nN,jCRN R8 UIcjC, qRInL3 cjaCN N0 @a03NCN< UaLA
3j3ac. j@nc j@3 wC3I0 8nN,jCRN ,N @a03N sCj@ UaR<a3ccCN< j@3 URa3 ,RIIUc3Y
KRa3Rq3a. pc Cc  jCL3 03U3N03Nj UaL3j3a j@j I30 jR c@aCNG R8 j@3 wC3I0
8nN,jCRN $w jCL3Y c  a3cnIj. j@3 ,@IG qRInL3 Cc 03,ICNCN< c  jCL3 s@CI3
cja3cc3c a3 ,RNcjNjY i@Cc UaR,3cc3c Cc ,II30 ,a33UY i@3 cja3N<j@ N0 cjC{A
N3cc R8 ,@IG Cc 03U3N0CN< RN j@3 LRnNj R8 sj3a Ua3c3Nj CN j@3 aR,G. s@C,@
@c $33N L3NjCRN30 CN cRL3 cjn0C3c )9O. f:. lO*Y #w qawCN< j@3 LRnNj R8
sj3a $Rj@ 3IcjC, wRnN< LR0nInc N0 nIjCLj3 cja3N<j@ qawY BN j@3 BbKA
;2Q ,@IG LR03I. j@3 URa3 ,RIIUc3 cja3N<j@ Cc a30n,30 $w CN,a3cCN< j@3
sj3a Lcc 8a,jCRN CN URa3 cU,3cY ?Rs3q3a. CN j@Cc sRaG j@3 qaCjCRN R8
sj3a cjnajCRN Cc NRj LR03I30 N0 j@3 3{3,j R8 sj3a RN s3G3NCN< j@3
,@IG Cc N3<I3,j30Y
:Yk /L<3 KR03I
Baa3q3acC$I3 $3@qCRa R8 j@3 8a,jna3 cn,@ c cIC0CN<. s@C,@ I30c jR j@3 8a,jna3
cU3aCjw N<I3 03<a0jCRN. Cc LR03I30 $w j@3 0L<3 j@3RawY i@3 c,@3LjC, R8 
8a,jna3 CN,In0CN< cU3aCjw N0 U3ajna3 Cc CIIncjaj30 CN 7C<na3 :YSY
:YkY /L<3 KR03I SO
7C<na3 :YS- 7a,jna3 sCj@ UaII3I sIIc. ,RNjCNc cU3aCjC3c
i@3 7a,jna3 RU3NCN< N0 j@3 8a,jna3 ,RLU,jCRN Cc NRj@3a jwU3c R8 j@3 CaA
a3q3acC$I3 $3@qCRa. s@C,@ a3 NRj ,RNcC03a30 CN j@Cc sRaGY BN Ra03a jR $nCI0 
,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra j@3 8a,jna3 CN,In0CN< j@3 Caa3q3acC$I3 $3@qCRac. j@3 UaCN,CA
UI R8 LuCLnL 0L<3 0CccCUjCRN Cc 3LUIRw30. N0 $w ncCN< j@3 Fn@NAin,G3a
RUjCLICjw ,RN0CjCRN. j@3 0L<3 Rs anI3 Cc R$jCN30Y 7Ra LRa3 03jCI $Rnj j@3
j@3Raw R8 0L<3 s3 a383a jR j@3 sRaG R8 B$a@CL$3<RqCÍ )kf*Y
i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN 8Ra j@3 8a,jna3 ,N $3 saCjj3N c j@3 8RIIRsCN< 8RaL.
Δε′
d
= 6edΔσ′ V:YlSW
i@3 3IcjRA0L<3 ,RLUICN,3 j3NcRa 6ed ,N 0CcUIw j@3 Caa3q3acC$I3 $3@qCRa R8
j@3 8a,jna3Y Δε′d Cc j@3 jRjI CN,a3L3NjI cjaCN R8 j@3 8a,jna3 N0 cCLCIa jR j@3
UIcjC,Cjw j@3Raw. Cc cnL R8 j@3 a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 cjaCNcY
i@3 cja3cc cjj3c CN 8a,jna3 LR03I Lncj IC3 CN N 0LCccC$I3 a3<CRN. j@3 $RnN0A
aw $3js33N j@3 0LCccC$I3 N0 j@3 CN0LCccC$I3 a3<CRN Cc 03~N30 $w cICU 8nN,jCRN.
s@C,@ @c cCLCIaCjw sCj@ j@3 wC3I0 8nN,jCRN CN 3IcjRAUIcjC, Lj3aCIcY i@3 cICU
8nN,jCRN sCj@  N3<jCq3 qIn3 ,Raa3cURN0c jR j@3 a3q3acC$I3 $3@qCRa R8 j@3 Lj3aCA
Ic. s@3a3c j@3 y3aR qIn3c CN0C,j3c j@3 8a,jna3 @c N Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN.
j@j CN0C,j3c j@3 Ua3c3N,3 R8 0L<3Y i@Cc UaR0n,3c j@3 0L<3 0CccCUjCRN. s@C,@
Rn<@j jR $3 CN <a33L3Nj sCj@ j@3 c3,RN0 j@3aLR0wNLC,c UaCN,CUI3Y #w ncCN< j@3
UaCN,CUI R8 j@3 LuCLnL 0L<3 0CccCUjCRN. j@3 0L<3 Rs anI3 jR R$jCN j@3
CN,a3L3NjI Caa3q3acC$I3 0L<3 cjaCN Cc-
Δε′
d
irr = γ
d∂Q
d
∂ σ
V:YllW
:YkYS +RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3 7a,jna3
i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN R8 j@3 8a,jna3 Cc 03~N30 sCj@ a3cU3,j jR j@3 8a,jna3 cIC0A
CN<. s@C,@ Cc cCLCIa jR j@3 c@3a 8CIna3 CN j@3 ,@IGY i@3 cICU F d N0 URj3NjCI
8nN,jCRNc Qd 8Ra j@3 cCN<I3 8a,jna3 a3 a3Ua3c3Nj30 $w KR@aA+RIRnL$ 8nN,jCRN j
lz K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
7C<na3 :Yl- `@3RIR<C,I 3I3L3Njc- i@3 ,@IG N0 j@3 8a,jna30 UIN3 a3 LR03I30
c jsR cUaCN<c CN c3aC3c N0 3uU3aC3N,3 j@3 cL3 UUIC30 IR0Y
j@3 IR,I 8a,jna3 UIN3 ,RRa0CNj3c x′.y′ N0 z′ c 8RIIRsc ):z*.
F d =
[(
σ′xy
μy
)2
+
(
σ′xz
μz
)2] 12
+ σ′xx − cf V:YlkW
Qd =
[(
σ′xy
μy
)2
+
(
σ′xz
μz
)2] 12
+ σ′xx cCN(α) V:Yl:W
σ′xx Cc j@3 cja3cc NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3. N0 σ′xy N0 σ′xz a3 c@3a cja3cc3cY
cf Cc j@3 ,R@3cCRN R8 j@3 8a,jna3 N0 μy N0 μz a3 03~N30 c-
μy = jN(Φr + αy) V:Yl9W
μz = jN(Φr + αz) V:YlfW
s@3a3 Φr Cc j@3 8aC,jCRNI N<I3 N0 αy N0 αz a3 j@3 cU3aCjw N<I3c R8 j@3 8a,A
jna30 ,@IG CN j@3 x N0 z 0Ca3,jCRNcY q3a<3 cU3aCjw N<I3. α CN 2\njCRN V:Yl:W
Cc j@3 q3a<3 R8 αy N0 αz )9l*Y
/naCN< j@3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3. 03<a0jCRN R8 j@3 cU3aCjw N<I3 Cc
R$c3aq30Y i@3 cU3aCjw 03<a0jCRN Cc ccnL30 jR $3  8nN,jCRN R8 j@3 Caa3q3acC$I3
URajCRN R8 j@3 8a,jna3 0CcUI,3L3NjY
αy = αy0 3uU (−m|Δεdy|) V:YleW
αz = αz0 3uU (−m|Δεdz |) V:Yl4W
:Y: +RnUI30 2IcjRAUIcjC,A0L<3 KR03I
M3Cj@3a UIcjC,Cjw NRa 0L<3 LR03I ,N Ua3c3Nj j@3 ,RNcjCjnjCq3 $3@qCRa R8 j@3
8a,jna30 ,@IG. 8Ra j@Cc a3cRN  ,RnUI30LR03I Cc nc30 jR ,RNcC03a $Rj@ 0L<3 N0
UIcjC,Cjw UaR,3ccY 7Ra j@Cc UnaURc3. j@3 3\nCqI3Nj Lj3aCI Cc CNjaR0n,30Y ;3aaa0
N0 T3N03 )ll* CNjaR0n,30 j@3 a@3RIR<C,I c,@3L3 8Ra j@3 3\nCqI3Nj Lj3aCIY BN
j@Cc c,@3L3 j@3 ,@IG N0 j@3 8a,jna30 UIN3 a3 jsR 3I3L3Njc ,RNN3,j30 CN c3aC3c CN
8RaL R8 cUaCN<c Vc33 7C<na3 :YlWY b3aC3c LR03Ic 3Ncna3 j@j 3,@ cUaCN< 3uU3aC3N,3c
:Y:Y +RnUI30 2IcjRAUIcjC,A0L<3 KR03I lS
x’
Y’
Y
Z
Z’
X
7C<na3 :Yk- isR ,RRa0CNj3 u3c- j@3 $IR,G ,RRa0CNj3. xyz N0 j@3 8a,jna3 ,RRaA
0CNj3. x′y′z′
j@3 cL3 CN,a3L3NjI IR0. N0 j@j j@3 jRjI cjaCN Cc 3\nI jR j@3 cnL R8 j@3 cjaCN
CN 3,@ cUaCN<. j@nc j@3 jRjI cjaCN ,N $3 cUICj 00CjCq3Iw CNjR 3IcjC,. UIcjC, N0
0L<3 c.
Δεt = Δεe +Δεp +Δεd V:YlOW
BN Ra03a jR CNjaR0n,3 N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03I. $Rj@ 8a,jna3 N0 ,@IG a3
03~N30 CN  cL3 ,RRa0CNj3 cwcj3LY
:Y:YS +RRa0CNj3 cwcj3L iaNc8RaLjCRN
i@3 ,RNcjCjnjCq3 R8 j@3 8a,jna3 UIN3 Cc saCjj3N CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3 UIN3 Vx′, y′, z′W.
CN Ra03a jR ,RnUI3 sCj@ j@3 ,@IG. j@3 IR,I ,RRa0CNj3 Cc jaNc83aaCN< jR j@3 $IR,G
,RRa0CNj3 Vx, y, zW $w  jaNc83a LjaCu. i@3 x′ Cc j@3 uCc NRaLI jR j@3 8a,jna3
UIN3. i@3 NRaLI 0Ca3,jCRN CN j@3 $IR,G ,RRa0CNj3 Cc 03~N30 $w z uCc.
⎧⎨
⎩
x
y
z
⎫⎬
⎭ = ΛT
⎧⎨
⎩
x′
y′
z′
⎫⎬
⎭ V:YkzW
Λ =
⎧⎨
⎩
lx = ,Rc(x′, x) mx = ,Rc(x′, y) nx = ,Rc(x′, z)
ly = ,Rc(y′, x) my = ,Rc(y′, y) ny = ,Rc(y′, z)
lz = ,Rc(z′, x) my = ,Rc(z′, y) ny = ,Rc(z′, z)
⎫⎬
⎭ V:YkSW
ll K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
:Y:Yl bja3cc. bjaCN iaNc8RaLjCRN
i@3 a3IjCRNc@CU $3js33N cja3cc. cjaCN N0 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu 8aRL RN3 ,RRa0CA
Nj3 jR NRj@3a ,RRa0CNj3 cwcj3L a3 3uUICN30 CN j@3 8RIIRsCN<. LRa3 03jCI a3
qCI$I3 CN +RRG 3j IY )Sl*Y
SY bjaCN iaNc8RaLjCRN
bjaCN jaNc8RaLjCRNc a3 jaNc8RaLjCRNc R8 0CcUI,3L3Nj 03aCqjCq3cY i@nc.
jR a3Ij3 ε′ jR ε. ∂ u
′
∂ x′ Cc a3Ij30 jR
∂ u
∂ x sCj@ j@3 jaNc8RaL LjaCu hY
h =
⎡
⎣lxΛ mxΛ nxΛlyΛ myΛ nyΛ
lzΛ mzΛ nzΛ
⎤
⎦ V:YklW
ε′
d
= hεd V:YkkW
lY bja3cc3c iaNc8RaLjCRN
σ′ = h−T σ V:Yk:W
s@3a3. h−T Cc 03~N30 CN j@3 8RIIRsCN<
h−T =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
l2x m
2
x n
2
x 2 lxmx 2mx nx 2 lx nx
l2y m
2
y n
2
y 2 ly my 2my ny 2 ly ny
l2z m
2
z n
2
z 2 lz mz 2mz nz 2 lz nz
lx ly mxmy nx ny mx ly + lxmy nxmy +mx ny nx ly + lx ny
ly lz my mz ny nz my lz + ly mz ny mz +my nz ny lz + ly nz
lx lz mxmz nx nz mx lz + lxmz nxmz +mx nz nx lz + lx nz
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
V:Yk9W
i@3 aRsc N0 ,RInLNc R8 j@3 $Rq3 a3 aaN<30 CN j@3 Ra03a xx. yy. zz. xy.
yz N0 xzY
7aRL 2\njCRNc V:YkkW N0 V:Yk:W. j@a33 3I3L3Njc R8 cjaCN N0 cja3cc q3,jRac.
s@C,@ a3 IR,j30 CN aRsc R8 S. : N0 f. a3 jG3N N0 nc30 CN j@3 ,RNcjCjnjCq3
a3IjCRN R8 j@3 8a,jna3 CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3 cwcj3LY
kY +RNcjCjnjCq3 KjaCu iaNc8RaLjCRN
bja3ccAcjaCN a3IjCRNc@CU CN j@3 $IR,G ,RRa0CNj3 Cc
ε′d = FJ σ′ V:YkfW
h εd = FJ h−Tσ V:YkeW
7Ra N Raj@R<RNI LjaCu hT = h−1. j@nc j@3 8a,jna3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu j
j@3 $IR,G ,RRa0CNj3 $3,RL3c.
εd = hT 6J hσ V:Yk4W
:Y9Y BNj3<ajCRN R8 MRNICN3a +RNcjCjnjCq3 `3IjCRNc lk
:Y:Yk 2\nCqI3Nj HCN3a 2IcjC, +RNcjCjnjCq3 KR03I
bCN,3 cja3cc CN 3,@ 3I3L3Nj Cc 3\nI jR j@3 jRjI cja3cc. j@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRNc@CU
$3js33N cjaCN N0 cja3cc 8Ra j@3 3\nCqI3Nj LR03I sCj@  cCN<I3 8a,jna3 Cc saCjj3N
c 8RIIRsc-
Δεe = (6I + hT 6J h)Δσ V:YkOW
i@3 3\nCqI3Nj ,RLUICN,3 LjaCu R8 3IcjC, 8a,jna30 ,@IG 6t Cc saCjj3N c 8RIIRsc-
6t = 6I + hT 6J h V:Y:zW
:Y:Y: 2\nCqI3Nj 2IcjRAUIcjC,A0L<3 +RNcjCjnjCq3 KR03I
$Rq3. j@3 ,RnUI30 ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra 3IcjC, 8a,jna30 ,@IG Cc CNjaR0n,30Y
?Rs3q3a j@3 8a,jna30 ,@IG 3uU3aC3N,3 N Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN j@j ,N $3 3uA
UICN30 $w ,RnUICN< j@3 CN3IcjC, $3@qCRa R8 0L<3 sCj@ j@3 UIcjC,Cjw j@3RawY
BN j@Cc c3,jCRN.  kA/ ,RnUI30 LR03I j@j ,,RnNjc 8Ra $Rj@ CN3IcjC, $3@qCRa R8
,@IG VUIcjC,CjwW N0 8a,jna30 VCaa3q3acC$I3 0L<3W Cc CNjaR0n,30Y i@3 ,RLUnjA
jCRNI UaR,30na3 R8 j@3 ,RnUI30LR03I ,U$I3 R8 ,,RnNjCN< 8Ra II CN3IcjC, L3,@A
NCcLc Cc CNjaR0n,30 $w B$a@CL$3<RqCÍ )kf*Y i@3 ,RnUI30 3\nCqI3Nj 3IcjRAUIcjC,A
0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG Cc 03~N30 ,,Ra0CN< jR j@3 c3aC3c
LR03I c 8RIIRsc-
Dt =
[
(.ep)−1 + (.ed)−1
]−1
V:Y:SW
,,Ra0CN< jR j@3 a@3RIR<C,I cUaCN< LR03I. $Rj@ j@3 8a,jna3 N0 j@3 ,@IG 3uA
U3aC3N,3 j@3 cL3 cja3cc. j@nc j@3 jsR 8RIIRsCN< a3IjCRNc a3 ,RnUI30 CN Ra03a jR
R$jCN j@3 jRjI cjaCNc N0 0L<3 cjaCNc CN ,c3 sCj@  <Cq3N UUIC30 IR0Y
σ = .t εt V:Y:lW
.ep (εt − εd) = .ed εd V:Y:kW
:Y9 BNj3<ajCRN R8 MRNICN3a +RNcjCjnjCq3 `3IjCRNc
i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRNc@CU Cc cUICj CNjR CN,a3L3NjcY i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN 03A
U3N0c RN qaC$I3c s@C,@ a3 03U3N0CN< RN j@3 cja3ccAcjaCN cjj3Y bCN,3 j@3Lj3aCI
$3@q3c NRNICN3aIw. j@3 cja3ccAcjaCN a3IjCRNc@CU Cc NRj ,RNcjNj N0 j@3 ,RNcjCjnA
jCq3 LjaCu qaC3c 0naCN< j@3 IR0CN<Y c  a3cnIj. C8 j@3 CN,a3L3NjI cj3U Cc NRj cLII
3NRn<@. j@3 3qInjCRN R8 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu CN 3,@ CN,a3L3Nj I30 jR Ia<3 3aaRacY
BN 00CjCRN. c L3NjCRN30 3aIC3a. j@3 cja3cc Lncj IC3 RN Ra CNcC03 j@3 wC3I0 cna8,3
N0 cICU cna8,3 CN 3,@ CN,a3L3NjY B8 CN 3,@ CN,a3L3Nj j@3 wC3I0 8nN,jCRN $3,RL3c
<a3j3a j@N y3aR. Cj ,RNcC03a c N 3IcjRAUIcjC, ,RN0CjCRN. C8 j@3 cICU 8nN,jCRN $3A
,RL3c <a3j3a j@N y3aR. j@3 0L<3 LR03I Cc ,RNcC03a30 N0 C8 $Rj@ j@3 wC3I0 N0
l: K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
cICU 8nN,jCRNc a3 <a3j3a j@N y3aR j@3 LR03I Cc j@3 ,RnUI30 3IcjCAUIcjC,A0L<3Y
i@3a38Ra. j@3 CNCjCI UUIC30 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu CN j@3 CN,a3L3NjI a3IjCRN sc NRj
,,naj3Y  NnL3aC,I L3j@R0 Cc nc30 jR 3qInj3 j@3 ,Raa3,j 3IcjRAUIcjC, ,RNA
cjCjnjCq3 LjaCu jR 3Ncna3 j@3 cja3cc cjj3 IC3c RN $Rj@ j@3 wC3I0 N0 cICU cna8,3cY
7Ra j@Cc a3cRN. j@3 CN,a3L3NjI a3IjCRNc Lncj $3 CNj3<aj30 Rq3a N CLURc30 ~NCj3
IR0CN< cj3UY BN CNj3<ajCRN UaR,30na3. j@3 CN,a3L3NjI ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN Cc nc30
jR R$jCN j@3 nNGNRsN \nNjCjw 8Ra j@3 ~NCj3 CN,a3L3Nj R8 j@3 GNRsN \nNjCjwY
:Y9YS BNj3<ajCRN K3j@R0
KNw 0C{3a3Nj CNj3<ajCRN L3j@R0c cn,@ c iwIRa c3aC3c L3j@R0 N0 `nN<3AFnjj
L3j@R0c a3 qCI$I3. c s3II c ~acj Ra03a L3j@R0c cn,@ c 2nI3aY i@3 iwIRa
c3aC3c 3uUNcCRN Cc jnaN30 CNjR j@3 2nI3a L3j@R0 C8 Cj Cc janN,j30 jR CN,In03 RNIw
~acj Ra03a 03aCqjCq3 j3aLcY BN j@Cc sRaG s3 nc3 j@3 2nI3a L3j@R0 jR cRIq3 j@3
cja3ccAcjaCN a3IjCRN c 03c,aC$3 CN j@3 8RIIRsCN<Y
2nI3a L3j@R0
i@3 2nI3a c3aC3c R8  8nN,jCRN f j  NnL$3a R8 x0 Cc
f(x0 +Δx)  f(x0) + ∂ f
∂ x
|x0 Δx V:Y::W
,,Ra0CN< jR j@3 2nI3a L3j@R0. C8 j@3 8nN,jCRN Cc j@3 cja3cc 8nN,jCRN. j@3 CN,a3L3NjI
cja3cc 03~N30 c-
σtr1 = σ0 + 6
t−1Δε V:Y:9W
s@3a3 6t−1 Cc j@3 3\nCqI3Nj 3IcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu R$jCN30 8aRL 2\njCRN
V:Y:zWY
:Y9Yl `3jnaN bja3cc I<RaCj@L
iR cRIq3 j@3 $Rq3 ,RNcjCjnjCq3 3\njCRN. j@3 a3jnaN I<RaCj@L UaRURc30 $w bCLR
N0 QajCy saCjj3N $w TRjjc N0 x0aqGRqCÍ )fS* Cc nc30Y BN j@Cc UUaR,@ j@3 cjaCNc
a3 ,RLURc30 R8 3IcjC, N0 UIcjC, N0 0L<3 cjaCNcY i@3c3 a3 3qInj30 CN03A
U3N03NjIw N0 j@3N cnLL30Y i@3 IR0CN< cj3U CN 2\njCRNV:Y:9W Cc ccnL30 jR $3
8nIIw 3IcjC,Y i@3 jaCI cja3cc CN,a3L3Nj a3 UUIC30 jR j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3
,@IG N0 8a,jna3Y B8 j@3 a3cnIjCN< cja3cc CN,a3L3Nj ,nc3c j@3 cja3cc cjj3c jR IC3
RnjcC03 j@3 CNCjCI wC3I0 cna8,3. j@3 jaCI cja3cc Cc ,Raa3,j30 $w ,I,nIjCN< j@3Δεp.
σf
p
1 = σ
tr
0 − .IΔεp V:Y:fW
:Y9Y BNj3<ajCRN R8 MRNICN3a +RNcjCjnjCq3 `3IjCRNc l9
i@3 UIcjC, cjaCN a3 $c30 RN j@3 cja3cc ,RN0CjCRNc 8aRL j@3 Rs anI3.
Δεp = γp
∂Qp
∂ σ
V:Y:eW
s@3a3 γp Cc 03~N30 CN j@3 N3uj c3,jCRNY
B8 j@3 a3cnIjCN< cja3cc CN,a3L3Nj ,nc3c j@3 cja3cc cjj3 jR IC3 RnjcC03 j@3 CNCjCI
cICU cna8,3. j@3 CN,a3L3NjI cj3U Cc 0L<3Y
σf
d
1 = σ
tr
0 − 6−1J Δεd V:Y:4W
i@3 Caa3q3acC$I3 0L<3 cjaCN Cc R$jCN30 8aRL j@3 0L<3 Rs anI3.
Δεdirr = γ
d∂Q
d
∂ σ
V:Y:OW
s@3a3 γd Cc 03~N30 CN j@3 N3uj c3,jCRNY
i@3 ~NI cja3cc3c. s@C,@ a3 cnUUIC30 $w j@3 jsR LR03Ic c@RnI0 jR $3 3\nI.
Δσf = σf
p − σfd = 0 V:Y9zW
i@nc. N 00CjCRNI Cj3ajCq3 UaR,30na3 Cc a3\nCa30 jR 3N8Ra,3 j@3 cja3cc 3\nICjw
cnUUIC30 $w jsR LR03IcY
i@3 TIcjC, N0 /L<3 KnIjCUIC3a
BN Ra03a jR 03j3aLCN3 j@3 UIcjC, N0 0L<3 LnIjCUIC3a. j@3 j@3Raw R8 j@3 ,RNcCcA
j3N,w ,RN0CjCRN CN UIcjC,Cjw N0 0L<3 j@3RaC3c Cc UUIC30. s@C,@ CN0C,j3c j@3
,@N<3 CN j@3 wC3I0 8nN,jCRN N0 j@3 ,@N<3 CN j@3 cICU 8nN,jCRN Lncj $3 3\nI jR
y3aRY #w ncCN< j@3 ,@CN anI3 R8 0C{3a3NjCjCRN. N0 j@3 2nI3a 3uUNcCRN L3j@R0.
ΔF p(σp,ηp) =
∂ F p
∂ σp
Δσp +
∂ F p
∂ ηp
Δηp V:Y9SW
ΔF d(σd,ηd) =
∂ F d
∂ σd
Δσd +
∂ F d
∂ ηd
Δηd V:Y9lW
s@3a3
Δσp = −.IΔεp = −.Iγp∂ Q
p
∂ σ
V:Y9kW
Δηp = γp
∂ Qp
∂ ε
V:Y9:W
N0
Δσd = −6−1J Δεd = −6−1J γd
∂ Qd
∂ σ
V:Y99W
lf K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
Δηd = γd
∂ Qd
∂ ε
V:Y9fW
#w cn$cjCjnjCN< 2\njCRNV:Y9kW N0 V:Y9:W CNjR 2\njCRNV:Y9SW N0 a3aaN<CN<.
j@3 UIcjC, LnIjCUIC3a γp ,N $3 saCjj3N c 8RIIRsc.
γp =
ΔF p
∂ F p
∂ σ
T .I ∂ Q
p
∂ σ − ∂ F
p
∂ ηp
∂ ηp
∂ εp
V:Y9eW
#w cn$cjCjnjCN< 2\njCRNV:Y99W N0 V:Y9fW CNjR 2\njCRNV:Y9lW N0 a3aaN<CN<. j@3
0L<3 LnIjCUIC3a γd $3,RL3c.
γd =
ΔF d
∂ F d
∂ σ
T
6−1J
∂ Qd
∂ σ − ∂ F
d
∂ ηd
∂ ηd
∂ εd
V:Y94W
TIcjC, N0 0L<3 LnIjCUIC3ac ,N $3 3qInj30 8aRL jsR 0C{3a3Nj I<RaCj@Lc-
3uUIC,Cj N0 CLUIC,CjY i@3 3uUIC,Cj L3j@R0 3qInj3c j@3 qaC$I3c 8aRL j@3 CNCjCI
,RN0CjCRNcY i@3 CLUIC,Cj L3j@R0 3qInj3c j@3 qaC$I3c 8Ra j@3 ~NI ,RN0CjCRNc j
j@3 3N0 R8 j@3 IR0CN< CNj3aqIY BN j@Cc sRaG N 3uUIC,Cj L3j@R0 Cc nc30. CN s@C,@
j@3 qIn3c R8 j@3 qaC$I3c a3 GNRsN N0 R$jCN30 8aRL j@3 CNCjCI cja3cc cjj3cY
?Rs3q3a. j@Cc L3j@R0 Lw 0Cq3a<3 8Ra @C<@Iw NRNICN3a 8nN,jCRNcY
+Raa3,jCRN R8 j@3 BNCjCI bja3cc3c
#3,nc3 j@3 cja3cc N0 Rj@3a qaC$I3 a3 03j3aLCN30 $w ~acj Ra03a CNj3<ajCRN V2nI3a
L3j@R0W. j@3 ~NI cja3cc URCNjc ,N $3 3cjCLj30 sCj@ ,RNcC03a$I3 janN,j30 3aaRacY
+RNc3\n3NjIw j@3 UIcjC, LnIjCUIC3a j j@Cc cja3cc cjj3cLw $3 3qInj30sCj@ 3aaRacd
Ij@Rn<@ j@3 ,RNcCcj3N,w 3\njCRN Cc cjCc~30. j@3 cja3cc cjj3c Lw IC3 RnjcC03 j@3
wC3I0 cna8,3Y i@nc. N Cj3ajCq3 UaR,30na3 Cc a3\nCa30 jR 03j3aLCN3 j@3 ~NI cja3cc
URCNj N0 ~NI wC3I0 cna8,3 N0 jR 3Ncna3 j@j j@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN Cc cjCc8wCN<
j@3 wC3I0 N0 cICU ,aCj3aCRNY 7C<na3 :Y: CIIncjaj3 j@3 cja3cc ,Raa3,jCRN $w j@3 3uUIC,Cj
a3jnaN I<RaCj@L
:Y9Y BNj3<ajCRN R8 MRNICN3a +RNcjCjnjCq3 `3IjCRNc le
7C<na3 :Y:
2uUIC,Cj UaR,30na3 R8 j@3 cja3cc ,Raa3,jCRN $w j@3 a3jnaN I<RaCj@L
l4 K3,@NC,I #3@qCRa R8 j@3 7a,jna30 +@IG
+@Uj3a 9
+RnUI30 7InC0 7IRs sCj@
+RNcjCjnjCq3 KR03I
cL3NjCRN30. ,@IG Cc  URaRnc L30C N0 URa3c a3 ~II30 sCj@ nC0Y TRa3 Ua3ccna3
Cc CN,RaURaj30 jR j@3 ,RNcjCjnj3 3\njCRN CN cn,@ sw j@j j@3 jRjI cja3cc Cc 0CqC030
CNjR 3{3,jCq3 cja3cc.σt′. s@C,@ a3 ,jCN< CN j@3 aR,G cjan,jna3. N0 j@3 URa3 Ua3ccna3
pY i@3 3{3,jCq3 cja3cc3c 03~N30 CN 2\njCRN V9YSW. a3 nc30 CN j@3 ,RNcjCjnjCq3
a3IjCRNY
σt′ = σ − α#CRj p V9YSW
s@3a3 α#CRj Cc ,II30 #CRjȕc ,R3|,C3NjY i@Cc ,R3|,C3Nj a3Ua3c3Njc j@3 ajCR R8 j@3
qRInL3 R8 sj3a c\n33y30 Rnj R8 j@3 aR,G jR j@3 jRjI qRInL3 ,@N<3 8Ra 038RaLjCRN
j ,RNcjNj nC0 Ua3ccna3Y BN j@Cc sRaG j@3 qIn3 R8α#CRj 3\nIc RN3. s@C,@ CN0C,j3c
j@j j@3 <aCNc ,RLUa3ccC$CICjw a3 CNcC<NC~,NjY
i@3 ,RnUICN< $3js33N j@3 Rs LR03I N0 j@3 cja3cc cjj3c R8 j@3 cRIC0 cjan,jna3
@c $33N 0RN3 $w  RN3 sw ,RnUICN<d i@3 Rs ~3I0 Cc  8nN,jCRN R8 URcCjCRN 8aRL
j@3 Ua3qCRnc CN,a3L3NjY j 3,@ jCL3 cj3U j@3 Rs ~3I0 ,N $3 cRIq30 CN03U3N03NjIw
R8 j@3 cja3cc ~3I0. N0 j@3 Ua3ccna3 <a0C3Njc a3 cRIq30Y i@3 cja3cc cjj3c ,N $3
3qInj30 RN,3 j@3 Rs ~3I0 @c $33N 03j3aLCN30Y i@3 GNRsN Ua3ccna3 <a0C3Njc
,RNjaC$nj3c jR j@3 8Ra,3. N0 nc30 CN j@3 ,RNcjCjnj3 LR03I jR ,I,nIj3 j@3 cja3cc
cjj3cY
lO
kz +RnUI30 7InC0 7IRs sCj@ +RNcjCjnjCq3 KR03I
+@Uj3a f
MnL3aC,I NIwcCc
i@3 ,RLUnjjCRNI L3j@R0 R8 j@3 nC0 Rs Cc $c30 RN j@3 7CNCj3 pRInL3 L3j@R0.
s@3a3c j@3 7CNCj3 2I3L3Nj L3j@R0 Cc nc30 jR 3qInj3 j@3 cja3cc cjj3c R8 j@3 aR,GY
fYS 7CNCj3 qRInL3
i@3 ,RNjCNnCjw N0 jaNcURaj 3\njCRNc a3 cRIq30 $w ~NCj3 qRInL3L3j@R0 qCI$I3
CN j@3 CNA@Rnc3 cR8jsa3 ȓ#aCIICNjȓY 7CNCj3 qRInL3 L3j@R0c a3 03c,aC$30 CN )SO*.
N0 j@3Ca 03c,aCUjCRN Cc RLCjj30 @3a3Y
7aRL CNj3<ajCN< j@3 ,RNjCNnCjw N0 /a,w 3\njCRNc Rq3a j@3 ~NCj3 ,RNjaRI qRIA
nL3. j@3 Ua3ccna3 j j@3 ,3Nj3a R8 3,@ ,RNjaRI qRInL3 Cc 3qInj30Y i@3 Ua3ccna3
0C{3a3N,3c $3js33N ,3Nj3ac R8 jsR N3C<@$RaCN< ,RNjaRI qRInL3c Cc nc30 jR 03j3aA
LCN3 j@3 Ua3ccna3 <a0C3NjcY Ta3ccna3 <a0C3Njc ,jc c 8Ra,3c RN j@3 ,RLLRN cnaA
8,3 $3js33N jsR ,RNjaRI qRInL3 Vc33 7C<na3 fYSWY i@3 NR0I 8Ra,3c R8 3,@ 3I3L3Nj
,N $3 CNj3aURIj30 8aRL j@3 Ua3ccna3 <a0C3Nj RN j@3 cna8,3 N0 $w ncCN<  c@U3
8nN,jCRN sCj@CN  ~NCj3 3I3L3NjY
Δf =
∫
V
"TΔPdV VfYSW
fYl 7CNCj3 2I3L3Nj
i@3 ~NCj3 3I3L3Nj 8RaLnIjCRN Cc 3uUICN30 CN 03jCI CN c3q3aI a383a3N,3c cn,@ c
)Sl. fS*Y BN j@Cc sRaG. j@3 NRNICN3a 7CNCj3 3I3L3Nj ,R03 nc30 jR NIwy3 j@3 8a,A
jna30 ,@IG cjan,jna3 Cc CLUI3L3Nj30 CN N CNA@Rnc3 +ZZ cR8jsa3 Ȓ#aCIICNjȓY i@3
3I3L3Njc a3 kA/ @3u@30aRN 3I3L3Njc sCj@ 4 NR03c N0 4 CNj3<ajCRN URCNjc a3A
83aa30 jR c ;ncc URCNjcY bjaCN N0 cja3cc q3,jRac a3 3qInj30 j j@3 CNj3<ajCRN
kS
kl MnL3aC,I NIwcCc
7C<na3 fYS- isR N3C<@$RaCN< ,RNjaRI qRInL3c- Ua3ccna3 p Cc cjRa30 j j@3Ca ,3Nj3a
N0 8Ra,3c f a3 UUIC30 RN j@3 ,RLLRN NR03c
URCNjc. s@CI3 q3,jRac R8 0CcUI,3L3Nj N0 8Ra,3c a3 03~N30 j j@3 NR03c R8 3,@
3I3L3NjY i@3 03jCI30 03c,aCUjCRN R8 j@3 ~NCj3 3I3L3Nj L3j@R0 Cc RLCjj30 @3a3Y
i@3 L3j@R0 jR ~N0 j@3 CNCjCI cja3cc3c 8aRL j@3 <Cq3N 0CcUI,3L3Njc Ra IR0c
Cc 3uUICN30 CN j@3 8RIIRsCN<Y 7Ra j@3 cjan,jna3 $3CN< NIwy30. j@3 q3,jRa R8 CNA
,a3L3NjI NR0I 0CcUI,3L3Nj Cc a3Ij30 jR j@3 q3,jRa R8 UUIC30 CN,a3L3NjI NR0I
8Ra,3c $w j@3 <IR$I cjC{N3cc LjaCu Eg-
Δf = EgΔu VfYlW
i@3 <IR$I cjC{N3cc LjaCu.Eg. Cc ,I,nIj30 8aRL cnL nU R8 II 3I3L3Njc cjC{N3cc
LjaC,3c-
Eg =
∫
V
"T.t"dV =
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e=1
∫
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"Te .
t"edV VfYkW
s@3a3.t Cc j@3 ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu j j@3 ,naa3Nj
;ncc URCNjY B8 j@3 Lj3aCI Cc ,RNcC03a30 c N 3IcRAUIcjC, sCj@Rnj Nw 0L<3
VCNj,j ,@IG sCj@Rnj j@3 8a,jna3cW. j@3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu Cc a3UI,30 $w .epY
V Cc j@3 3I3L3Nj qRInL3 N0 " Cc a3Ua3c3NjCN< j@3 03aCqjCq3c R8 j@3 3I3L3Nj
c@U3 8nN,jCRN <CqCN< j@3 cjaCNA0CcUI,3L3Nj a3IjCRNc@CU )kz*Y
Δε = "Δu VfY:W
i@3 CN,a3L3NjI jaCI cja3cc Cc ccnL30 jR $3 3IcjC, N0 03~N30 8aRL j@3 8RIIRsCN<
3\njCRNY
σtr = σ0 +Δσe = σ0 + .teΔε VfY9W
s@3a3 .te Cc j@3 3\nCqI3Nj 3IcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCuY
fYlY 7CNCj3 2I3L3Nj kk
i@3 cja3cc ,Raa3,jCRN $3js33N jaCI N0 ~NI cja3cc Cc ,RNq3aj30 CNjR  NR0I
3I3L3Nj 8Ra,3 q3,jRa-
Δf el =
∫
Ve
"Te ΔσdV VfYfW
s@3a3Δσ Cc j@3 0C{3a3N,3 $3js33N j@3 jaCI cja3cc q3,jRa N0 j@3 ~NI cja3cc q3,jRa.
s@C,@ Cc R$jCN30 $w j@3 `3jnaN I<RaCj@L N0 IC3c RN $Rj@ j@3 wC3I0 N0 j@3 cICU
cna8,3cY
Δσ = σt − σf VfYeW
Δf el Cc 0030 jR CN 2\njCRN VfYkW jR ,I,nIj3 j@3 0CcUI,3L3Nj q3,jRac N0 Ij3a
cjaCNc N0 cja3cc3c q3,jRacY i@Cc I<RaCj@L Cc Cj3ajCN< nNjCIΔf el $IN,3c j@3 UA
UIC30 8Ra,3cd Cj CN0C,j3c j@j UUIC30 3uj3aNI 8Ra,3c RN j@3 cjan,jna3 a3 3\nI jR j@3
cnL R8 II 3I3L3Njc CNj3aNI 8Ra,3c N0 j@3 cjan,jna3 Cc RN <IR$I 8Ra,3 3\nCIC$aCnLY
k: MnL3aC,I NIwcCc
+@Uj3a e
bnLLaw R8 j@3 UU3ac
eYS TU3a S
NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IG $w BLUI3L3NjCN<  +RnUI30 2IcjRA
UIcjC,ANCcRjaRUC, /L<3 +RNcjCjnjCq3 KR03I CN 7CNCj3 2I3L3Nj KR03I
BN j@Cc UU3a.  ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra j@3 8a,jna30
,@IG Cc 03q3IRU30 N0 CLUI3L3Nj30 CN j@3 CNA@Rnc3 7CNCj3 2I3L3Nj ,R03Y i@3 CNA
n3N,3 R8 j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRN RN j@3 ,@IG cja3N<j@ N0 j@3 Rq3aII 038RaLjCRN
Cc CNq3cjC<j30Y
eYl TU3a l
+RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3 NIwcCc 8Ra 7a,jna30 TRaRnc
+@IG sCj@ BN0n,30 rRaL@RI3
BN j@Cc UU3a. j@3 8a,jna30 ,@IG CN,In0CN< N CN0n,30 sRaL@RI3 Cc LR03I30Y i@3
<3RL3,@NC,I LR03I CN,In0CN< j@3 3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I Cc
,RnUI30 sCj@ j@3 Rs LR03I CN URaRnc L30CY N NCcRjaRUC, U3aL3$CICjw j3NA
cRa 0n3 jR j@3 3uCcj3N,3 R8 j@3 NjnaI 8a,jna3c Cc CNjaR0n,30Y i@3 cja3N<j@ N0
038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG N0 sRaL@RI3 a3 NIwy30 0naCN< UaR0n,jCRN Rs N0
3{3,jc R8 j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRN sCj@ a3cU3,j jR j@3 sRaL@RI3 RN $Rj@ j@3 Rs
N0 j@3 ,@IG cja3N<j@ a3 cjn0C30Y
k9
kf bnLLaw R8 j@3 UU3ac
eYk TU3a k
2{3,jc R8 j@3 MjnaI 7a,jna3 QaC3NjjCRNc RN j@3 TRaRcCjw 2qRInjCRN N0
bja3cc /CcjaC$njCRN 0naCN< j@3 /CccRInjCRN R8  TRaRnc K30C- +RLUnjjCRNI
bCLnIjCRN sCj@ +RnUI30 7IRs N0 2IcjC, 7a,jna30 `R,G
BN j@Cc UU3a. j@3 0CccRInjCRN R8 j@3 ,@IG 0n3 jR j@3 ,C0 CNE3,jCRN Cc LR03I30 $w
CN,In0CN< j@3 jaNcURaj N0 URaRcCjw 3qRInjCRN 3\njCRNc jR j@3 Ua3qCRnc LR03IcY
/C{3a3Nj 0CccRInjCRN Ujj3aNc c  a3cnIj R8 j@3 0C{3a3Nj 8a,jna3 RaC3NjjCRN ,nc3
0C{3a3Nj URaRcCjw ~I30 CN j@3 ,@IG. s@C,@ j@3N CNn3N,3 j@3 cja3cc cjj3c R8 j@3
,@IGY
+@Uj3a 4
+RN,IncCRN
Ta3c3N,3 R8 j@3 Ua3A3ucCjCN< 8a,jna3c CN j@3 ,@IG cn,@ c NjnaI 8a,jna3c N0 ,a3A
j30 8a,jna3c 0naCN< j@3 Ua3qCRnc ,C0 ja3jL3Njc Ra @w0anIC, 8a,jnaCN< CNn3N,3
j@3 Rq3aII 038RaLjCRN N0 cja3cc cjj3c R8 j@3 ,@IGY +@IG j3N0c jR 038RaL IRN<
j@3 8a,jna3 UIN3. j@nc CN j@3 nNCuCI cCLnIjCRN. @C<@ 03qCjRaC, cja3cc3c a3 IRA
,ICy30 IRN< j@3 8a,jna3. s@C,@ 8,CICjj3 j@3 ,@IG 8CIna3Y `3cnIjc 8aRL j@3 ,RLA
UnjjCRNI cCLnIjCRNc 03LRNcjaj3 j@j j@3 UIcjC, 038RaLjCRN IRN< j@3 8a,jna3
CN,a3c3c C8 j@3 8a,jna3 0CU N<I3 CN,a3c3cY 7Ra 3uLUI3. CN ,c3c CN,In03 8a,jna3
UIN3c sCj@ 0CU N<I3c R8 lzï N0 @C<@3a.  @C<@ UIcjC, 038RaLjCRN Cc ,Ujna30Y
7a,jna3c ,@N<3 j@3 U3aL3$CICjw R8 j@3 aR,G N0 ,a3j3c Uj@c R8 I3cc a3cCcA
jN,3 8Ra j@3 Rs IRN< j@3 8a,jna3cY B8 j@3 8a,jna3c N0 sRaL@RI3 a3 IR,j30
IRN< j@3 s3II. UaR0n,jCRN ,N CLUaRq3Y ?Rs3q3a. j@3 0Ca3,jCRN R8 j@3 sRaL@RI3
N0 8a,jna3c CN a3cU3,j jR Rj@3a 8a,jna3c {3,j j@3 a3,Rq3awY Ta3c3N,3 R8 @RaCyRNA
jI 8a,jna3c CN,a3c3 j@3 ,@IG q3ajC,I 038RaLjCRN nN03a ,RLUa3ccCRN IR0 N0
R,,In03 j@3 @RaCyRNjI sRaL@RI3 N0 N3njaICy3 Cjc 3{3,j RN j@3 a3,Rq3awY QN j@3
Rj@3a @N0. CN,ICN30 8a,jna3c 8aRL j@3 @RaCyRN CN,a3c3 j@3 aCcG R8 j@3 c@3a 8CIna3
N0 0L<3 aRnN0 j@3 sRaL@RI3Y
T3aL3$CICjw ,@N<3c 0n3 jR 3uCcj3N,3 R8 8a,jna3c CNn3N,3 j@3 @3j3aR<3N3Cjw
R8 j@3 L30C N0 {3,j j@3 8naj@3a ,C0 ja3jL3Nj $w ,a3jCN<  8qRa$I3 Rs Uj@
8Ra j@3 ,C0. j@3a38Ra3 Cj I30c jR  cU3,C~, 0CccRInjCRN Ujj3aN N0 URaRcCjw ~3I0 CN
j@3 ,@IGY i@3 8a,jna3 UIN3 RaC3Njj30 UaII3I jR j@3 UIN3 $3js33N j@3 s3II N0
a3c3aqRCa @c j@3 $3cj U3N3jajCRN 03Uj@ j@aRn<@ j@3 ,@IG ,Ra3 cLUI3. j@3a38Ra3
Cj ,N CLUaRq3 j@3 nC0 UaR0n,jCRN- 8Ra 3uLUI3  ,Ra3 cLUI3 CN,In03c  8a,jna3
UIN3 sCj@  0CU R8 Ozï N0 yCLnj@ Ozï N0 ,C0 Cc CNE3,jCN< 8aRL j@3 CNI3j RN jRU
R8 j@3 ,Ra3Y
ke
k4 +RN,IncCRN
+@Uj3a O
`3,RLL3N0jCRNc 8Ra 7njna3
bjn0C3c
Bj @c $33N c@RsN j@j j@3 ,@IG URaRcCjw Cc 3qRIqCN< 0naCN< j@3 ,C0 CNE3,jCRN N0
j@3 aR,G @3j3aR<3N3Cjw Cc RN3 8,jRa j@j {3,j j@3 URaRcCjw UaR~I3Y c L3NjCRN30.
j@3 ,@IG Lw 8CI 0n3 jR j@3 URa3 ,RIIUc3Y i@3 URa3 ,RIIUc3 cja3N<j@ R8 j@3 ,@IG
03U3N0c RN j@3 URaRcCjw UaL3j3acY i@3a38Ra3. URaRcCjw 03q3IRUL3Nj 0naCN< j@3
,C0 CNE3,jCRN I30c jR ,@N<3c R8 j@3 URa3 ,RIIUc3 cja3N<j@ N0 CN,a3c3 j@3 aCcG R8
j@3 aR,G 8CIna3 0n3 jR j@3 URa3 ,RIIUc3Y 7Ra j@3 8njna3 cjn0w. j@3 UaL3j3a R8 URa3
,RIIUc3 wC3I0 8nN,jCRN 0naCN< j@3 URaRcCjw 03q3IRUL3Nj ,N $3 nU0j30 N0 j@3 aCcG
R8 j@3 URa3 ,RIIUc3 8Ra 0C{3a3Nj 0CccRInjCRN Ujj3aNc CNq3cjC<j30Y KRa3Rq3a. j@3
LR03I ,N $3 CLUaRq30 $w CLUI3L3NjCN< c3q3aI NjnaI Ra Ua3A3uCcjCN< 8a,jna3c
sCj@ aN0RL RaC3NjjCRNcY BN 00CjCRN. j@3 03jCI30 LR03I R8 j@3 a3,jCRN R8 ,C0
sCj@ j@3 aR,G ,N $3 CN,In030 CN j@Cc LR03I CN Ra03a jR a3Ij3 j@3 ,a3j30 0CccRInjCRN
Ujj3aNc jR j@3 ,C0 UaL3j3acY
kO
:z `3,RLL3N0jCRNc 8Ra 7njna3 bjn0C3c
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UU3N0Cu 
NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a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IG $w BLUI3L3NjCN< 
+RnUI30
2IcjRAUIcjC,ANCcRjaRUC,
/L<3 +RNcjCjnjCq3 KR03I CN
7CNCj3 2I3L3Nj KR03I
#w MyNCN D@NC. #EǹaN ?n<3N N0 ;3Ca #3a<3d cn$LCjj30 jR +RLUnj3ac N0
;3Rj3,@NC,cY
$cja,j
`R,G Cc  NjnaI <3RIR<C,I Lj3aCI sCj@ 0Cc,RNjCNnCjC3cY /Cc,RNjCNnCjC3c CN,In03
NjnaI 8a,jna3c N0 8a,jna3c ,a3j30 $w ,@3LC,I a3,jCRNc c s3II c @w0anIC,
8a,jnaCN<Y i@3c3 0Cc,RNjCNnCjC3c s3G3N j@3 aR,G N0 @q3 cC<NC~,Nj 3{3,jc RN
j@3 038RaLjCRNc N0 cja3N<j@ R8 j@3 aR,GY  NnL3aC,I ,RNcjCjnjCq3 LR03I ,N
<Cq3 nN03acjN0CN< R8 j@3 U@wcC,I $3@qCRa R8 j@3 aR,G N0 Cc N 3{3,jCq3 jRRI jR
03c,aC$3 j@3 $3@qCRa R8 j@3 8a,jna30 aR,G 8Ra Ia<3 LR03IcY
BN j@Cc sRaG  ,RLUnjjCRNI ,RNjCNnnL LR03I Cc 03q3IRU30 N0 CLUI3L3Nj30
CN  LnIjCAU@wcC,c ~NCj3 3I3L3Nj ,R03Y i@3 LR03I Cc $I3 jR Ua30C,j j@3 3IcjC, N0
CN3IcjC, 038RaLjCRNc R8 aR,G N0 8a,jna3c cCLnIjN3RncIwY i@3 LR03I ,,RnNjc
8Ra UIcjC,Cjw CN ,RL$CNjCRN sCj@ 0L<3 8Ra j@3 8a,jna3Y i@3 ,RnUI30 3IcjC,A
UIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra j@3 8a,jna30 aR,G Cc CNjaR0n,30 $c30 RN
:S
:l NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
03,RLURcCjCRN R8 038RaLjCRN CN $Rj@ CNj,j aR,G N0 8a,jna3Y i@3 aR,G Lj3aCI
CN j@Cc sRaG Cc  URaRnc ,@IGY i@3 CNj,j ,@IG Cc ccnL30 jR $3 CcRjaRUC, s@3a3c
j@3 8a,jna3 @c N NCcRjaRUC, ,RNcjCjnjCq3 LR03IY
MnL3aC,I a3cnIjc c@Rs j@j j@3 8a,jna3 N0 Cjc RaC3NjjCRN CNn3N,3c j@3 03A
8RaLjCRN R8 j@3 ,@IG $Rj@ 8Ra 3IcjC, N0 UIcjC, 038RaLjCRN. N0 j@j 8a,jna30
,@IG Cc s3G3a ,RLUa30 jR Cjc ,Raa3cURN0CN< CNj,j ,@IGY bja3N<j@ R8 j@3 ,@IG
03U3N0c RN j@3 8a,jna3 0CU N<I3 N0 j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRNY
YS BNjaR0n,jCRN
`R,G Cc  NjnaI <3RIR<C,I Lj3aCId NCcRjaRUC,. CN@RLR<3N3Rnc. CN3IcjC, N0
NjnaIIw 8a,jna30Y i@3 U@wcC,I $3@qCRa R8 aR,G nN03a 0C{3a3Nj 0CcjaC$nj30 cja3cc
cjj3c Cc ,RLUI3uY mcCN<  ,RLUnjjCRNI LR03I Cc N 3{3,jCq3 sw jR ,Ujna3 j@3
aR,Gȕc U@wcC,I $3@qCRa N0 3N@N,3 nN03acjN0CN< R8 j@3 UaR,3cc3c CNqRIq30 $w
cjn0wCN< j@3 3{3,j R8 ,@N<CN< $RnN0aw ,RN0CjCRNc N0 CNUnj UaL3j3ac RN RnjA
Unj a3cnIjcY /C{3a3Nj NnL3aC,I L3j@R0c @q3 $33N 03q3IRU30 8Ra aR,G L3,@NC,c
UaR$I3Lc 8Ra 0C{3a3Nj UnaURc3cY i@3 LRcj ,RLLRNIw UUIC30 NnL3aC,I L3j@R0c
,N $3 ,IccC~30 c ,RNjCNnnL N0 0Cc,RNjCNRnc L3j@R0cY b3q3aI <RR0 a3qC3s
UU3ac. cn,@ c DCN< N0 ?n0cRN )kO*. DCN< )k4*. Ua3c3Njc ,naa3Nj j3,@NC\n3c CN NnA
L3aC,I LR03ICN< N0 j@3Ca UUIC,jCRN CN aR,G L3,@NC,cY /Cc,RNjCNRnc L3j@R0c
a3 LRcjIw nc30 CN ,c3c sCj@ Ia<3 038RaLjCRNc Ra ,RLUI3j3 03j,@L3Njc. cn,@ c
 8a,jna3 RU3NCN< 0naCN< @w0anIC, 8a,jnaCN< CN RCI a3c3aqRCacY BN ,RNjacj. ,RNA
jCNnnL L3j@R0c a3 UUIC30 s@3N Lj3aCIc a3 NRj $aRG3N Uaj. cn,@ c NjnaIIw
8a,jna30 aR,G LccY
i@3LRcj ,RLLRNIw nc30 ,RNjCNnnL $c30 ,RLUnjjCRNI L3j@R0 8Ra 8a,jna30
aR,G Lcc3c Cc j@3 7CNCj3 2I3L3Nj K3j@R0 V72KWY BN j@Cc L3j@R0. j@3 0Cc,RNjCNnCjw
Cc CNjaR0n,30 $w  ERCNj Ra 8a,jna30 UIN3 CN j@3 aR,G Lj3aCI. N0 N 3\nCqI3Nj
,RNcjCjnjCq3 LjaCu Cc CLUI3L3Nj30 CN j@3 72K ,R03Y BN j@3 UUaR,@3c Ua3c3Nj30
CN j@3 qCI$I3 ICj3ajna3 )9l. :z. l. ff. fe. 9f. Sz. ll*. j@3 cIC0CN< R8 j@3 8a,jna3
UIN3 Cc LR03I30 $w NCcRjaRUC, 0L<3 CN  sw cCLCIa jR ,IccC, UIcjC,Cjw j@3Raw.
N0 CNj,j aR,G Cc ccnL30 jR $3 3IcjC,Y ?Rs3q3a. ,@IG @c cC<NC~,Nj UIcjC,
038RaLjCRN CN ,c3c R8 c@3a 8CIna3 Ra URa3 ,RIIUc3-  LR03I Cc j@3a38Ra3 N33030
jR ,RnUI3 UIcjC,Cjw N0 0L<3Y
b3q3aI nj@Rac ):S. f9. O* nc30 N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03I CN j@3 ~NCj3
3I3L3Nj V72W ,R03 j@j ,RnUI3c j@3 3IcjRAUIcjC, 038RaLjCRN R8 aR,G sCj@ j@3 03A
8RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3 UIN3d 8a,jna3 038RaLjCRN Cc LR03I30 $w 0L<3 j@3RawY
i@Cc @c $33N 0RN3 ncCN< j@3 c,Ia 0L<3 UaL3j3a CNjaR0n,30 $w F,@NRq
):l*Y i@3Ca LR03I R8 0L<3 LCNjCNc CcRjaRUw. N0 II cja3cc ,RLURN3Njc a3
LR0C~30 3\nIIwY ?Rs3q3a. CN a3ICjw. j@3 8a,jna3 UIN3 038RaLc q3aw 0C{3a3NjIw
CN j@3 NRaLI N0 c@3a 0Ca3,jCRNcY
YlY K3j@R0c :k
BN j@3 sRaG R8 `83@ 3j IY )fk*. 8a,jna30 ,@IG Cc LR03I30 $w UaRURcCN< N
NCcRjaRUC, ,RNcjCjnjCq3 0L<3 8RaLnIjCRN CN NIR<w jR UIcjC,Cjw )e. 4*Y BN j@Cc
LR03I. 8CIna3 R8 CNj,j aR,G Cc 03,RnUI30 8aRL j@3 0L<3 LR03I- j@3 ,I,nIj30
cja3cc 8aRL j@3 UIcjC,Cjw LR03I Cc UUIC30 jR 3,@ 8a,jna30 UIN3. s@C,@ a3cnIjc CN
nN03a3cjCLjCRN R8 j@3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna30 UIN3Y
BN Rna LR03I. 8a,jna30 ,@IG Cc LR03I30 $w CNjaR0n,CN< N 3\nCqI3Nj ,RnUI30
3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I ,RNcC03aCN< NCcRjaRUC, 0L<3Y Bj Cc cA
cnL30 j@j 3,@ 8a,jna3 UIN3 3uU3aC3N,3c j@3 cL3 cja3cc c j@3 aR,GLj3aCIY i@3
LR03I c@Rsc j@j j@3 Ua3c3N,3 R8 8a,jna3c CN,a3c3 j@3 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG
N0 ,,3I3aj3c c@3a 8CIna3Y
Yl K3j@R0c
i@3 ,RnUI30 3IcjRAUIcjC, N0 0L<3 LR03I j@j s3 3LUIRw Cc $c30 RN j@3 LR03I
Ua3c3Nj30 $w B$a@CL$3<RqCÍ 3j IY )k9*Y /L<3 N0 UIcjC,Cjw ,RNcjCjnjCq3 LR03Ic
N0 j@3Ca ,RnUICN< a3 03~N30 $c30 RN j@a33 @wURj@3c3c-
SY HCN3a 03,RLURcCjCRN R8 j@3 jRjI cjaCN CNjR 3IcjC,. UIcjC, N0 0L<3 cjaCNcY
lY bjaCN cjRa30 CN  $R0w 0n3 jR j@3 038RaLjCRN c cnL R8 j@3 3IcjC,. UIcjC,
N0 0L<3 Uajc
kY vC3I0 ,aCj3aC N0 Rs anI3c 8Ra $Rj@ UIcjC,Cjw N0 0L<3
i@3 UaL3j3ac 8Ra j@3 wC3I0 8nN,jCRN 8Ra j@3 UIcjC,Cjw LR03I s3a3 UaRqC030 $w
BbK;2Q;L$? )fz* Vc33 Y#WY i@3 UaL3j3ac 8Ra j@3 cICU 8nN,jCRN 8Ra 0L<3.
s@C,@ 03ICLCjc a3q3acC$I3 0L<3 038RaLjCRN. a3 c a3URaj30 $w DCN< 3j IY ):z*Y
YlYS 2IcjRAUIcjC,A0L<3KR03ICN< R8 +@IG sCj@ 7a,jna30 TIN3
/38RaLjCRN R8 CNj,j ,@IG Cc LR03I30 $w N 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3LR03IY /CcA
,RNjCNnRnc 8a,jnaCN< U@3NRL3N a3 j@3N Ua3c3Nj30 $w CNjaR0n,CN< j@3 ,RNjCNnnL
LR03I 8Ra 0L<3. N0 j j@3 3N0.  ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3
LR03I Cc Ua3c3Nj30 jR 03LRNcjaj3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY
/38RaLjCRN R8 CNj,j ,@IG Cc ,RLURc30 $w 3IcjC, N0 UIcjC, 038RaLjCRNY
i@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN 8Ra CNj,j ,@IG ,RNcCcjc R8 j@3 3IcjC, N0
3IcjRAUIcjC, LR03Ic 03c,aC$30 CN j@3 8RIIRsCN< c3,jCRNcY
2IcjC, KR03I
i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN 8Ra j@3 ICN3a 3IcjC, Lj3aCI Cc-
Δσ = .IΔεe VYSW
:: NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
.I Cc j@3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu c 03~N30 CN Y. N0 Δεe Cc j@3 CN,a3L3NjI 3IcjC,
cjaCNY
TIcjC, KR03I 8Ra BNj,j +@IG
+@IG 8CIc 0n3 jR @C<@ c@3a cja3cc3c 03~N30 $w j@3 LR0C~30 KR@aA+RnIRL$ wC3I0
cna8,3 F p N0 j@3 URj3NjCI 8nN,jCRN Qp. N0 0n3 jR URa3 ,RIIUc3Y i@3 wC3I0 cnaA
8,3c 8Ra c@3a 8CIna3 a3 3uUa3cc30 CN j3aLc R8 cja3cc CNqaCNj j@aRn<@ j@3LR0C~30
KR@aA+RnIRL$ wC3I0 cna8,3 F p N0 URj3NjCI Qp c-
F p =
√
J2
{
,Rc(θ)− cCN(φ) cCN(θ)√
3
− ζ [2 ,Rc(2θ)− 1]
}
+
− [pm cCN(φ) + c ,Rc(φU3G)] VYlW
Qp =
√
J2
{
,Rc(θ)− cCN(ψ) cCN(θ)√
3
− ζ [2 ,Rc(2θ)− 1]
}
+
− [pm cCN(ψ) + c ,Rc(ψU3G)] VYkW
s@3a3 J2 Cc j@3 c3,RN0 CNqaCNj R8 03qCjRaC, cja3cc. pm Cc j@3L3N cja3cc VRN3 j@Ca0
R8 j@3 ~acj cja3cc CNqaCNjd j@3 ja,3 R8 j@3 cja3cc j3NcRaW. θ Cc j@3 HR03ȕc N<I3 N0
ζ c,I3c j@3 CLU,j R8 j@3 CNj3aL30Cj3 UaCN,CUI cja3ccY φ Cc j@3 8aC,jCRN N<I3 N0 c
Cc j@3 ,R@3cCRN. s@C,@ a3 $Rj@ qawCN< 0n3 jR @a03NCN< N0 cR8j3NCN<Y MRj3 j@j
j@3 UIcjC, URj3NjCI Qp Cc 03c,aC$30 $w j@3 cL3 8nN,jCRN c j@3 wC3I0Y ?Rs3q3a.
j@3 8aC,jCRN N<I3 φ Cc a3UI,30 $w j@3 0CIjN,w N<I3 ψY BN Ra03a jR @q3  a3ICcjC,
03c,aCUjCRN R8 j@3 qRInL3jaC, UIcjC, cjaCN ,@N<3c.  NRNAccR,Cj30 Rs anI3 Cc
nc30Y
?a03NCN< R8 j@3 wC3I0 cna8,3 Cc UUIC30 jR j@3 LR03I $w CN,a3cCN< j@3 8aC,A
jCRN N<I3 $38Ra3 c@3a cja3N<j@ a3,@3c j@3 U3G cja3ccY 8j3a a3,@CN< j@3 U3G
cja3cc. j@3 Lj3aCI 3uU3aC3N,3c UaRNRnN,30 cR8j3NCN< $w 03,a3cCN< ,R@3cCRN N0
8aC,jCRN N<I3Y 7Ra j@3 0CIjN,w N<I3 ψ. j@3 @a03NCN< N0 cR8j3NCN< a3 j@3 cL3
c 8Ra j@3 8aC,jCRN N<I3 φY i@3 CN,a3L3NjI UIcjC, cjaCNΔεp N0 j@3 3IcjRAUIcjC,
,RNcjCjnjCq3 LjaCu .ep. a3 03~N30 sCj@  UIcjC, Rs anI3 N0 CLUI3L3NjCN< N
Cj3ajCq3 I<RaCj@L CN j@3 72 ,R03Y i@3 Cj3ajCq3 I<RaCj@L UaRURc30 $w QajCy N0
bCLR )9:* $aCN<c j@3 cja3cc cjj3 $,G jRsa0c j@3 wC3I0 cna8,3 nNjCI j@3 wC3I0 8nN,A
jCRN Cc cjCc~30Y
i@3 wC3I0 cna8,3 8Ra URa3 ,RIIUc3 Cc 03~N30 $w N 3IICUc3 CN j@3 J2−pm cU,3.
N0 Cj Cc ccnL30 j@j j@3 c@3a 8CIna3 @c UaCRaCjw Rq3a URa3 ,RIIUc3Y i@3 LR03I
Cc 03q3IRU30 $w TICc,@G3 )fz*Y
YlY K3j@R0c :9
YlYl NCcRjaRUC, /L<3 KR03I 8Ra 7a,jna30 +@IG
/38RaLjCRN R8 8a,jna3c Cc LR03I30 $w 0L<3 j@3RawY i@3 0L<3 LR03I nc30 CN
j@Cc sRaG sc CNjaR0n,30 $w QajCy N0 bCLR )9:* N0 8naj@3a 3uUICN30 $w B$a@CLA
$3<RqCÍ )kf*Y BN j@Cc UUaR,@. j@3 8a,jna3 UIN3ȕc ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN Cc 8RaLnA
Ij30 CN j@3 8aL3sRaG 03q3IRU30 8Ra j@3 3IcjRAUIcjC, ,@IG Lj3aCI sCj@ j@3 8RIA
IRsCN< ccnLUjCRNc-
SY i@3 8a,jna30 cna8,3 Cc UINaY
lY i@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 8a,jna3 Cc ~u30 0naCN< j@3 3NjCa3 ,RLUnjjCRNI UaRA
,3ccY
kY i@3 3IcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu 8Ra 8a,jna3c Cc NCcRjaRUC,Y
i@3 NRaLI 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 8a,jna3 Cc a3Ua3c3Nj30 $w j3NcCRN Ra ,a,G
RU3NCN<. s@CI3 ,RLUa3ccCq3 038RaLjCRN Cc a3Ua3c3Nj30 $w 8aC,jCRNI cIC0CN< Ra c@3a
038RaLjCRNY BN j@Cc sRaG RNIw j@3 cIC0CN< 0CcUI,3L3Nj Ra c@3aCN< R8 j@3 8a,jna3
UIN3 Cc CLUI3L3Nj30Y
2IcjC, +RNcjCjnjCq3 2\njCRN R8  bCN<I3 7a,jna3
7aRL j@3 c3,RN0 UaCN,CUI3 R8 j@3aLR0wNLC,c N0 j@3 UaCN,CUI3 R8 LuCLnL 0LA
<3 0CccCUjCRN. s@C,@ 8Ra N 3IcjC, UaR,3cc Cc 3\nI jR y3aR. j@3 3IcjC, ,RLUICN,3
LjaCu R8 j@3 cCN<I3 8a,jna3 CN j@3 IR,I ,RRa0CNj3 jG3c j@3 8RIIRsCN< 8RaL-
Δεd = 6JΔσ VY:W
s@3a3Δσ Cc j@3 cja3cc CN,a3L3NjI R8 j@3 8a,jna3 N0Δεd Cc j@3 cjaCN CN,a3L3NjI
q3,jRa R8 j@3 8a,jna3 Ra 0L<3 cjaCN N0 6J Cc j@3 ,RLUICN,3 LjaCu R8 j@3
8a,jna3 UIN3 saCjj3N c $3IRs-
6J =
⎡
⎣k−1n 0 00 k−1s 0
0 0 k−1t
⎤
⎦ VY9W
s@3a3 kn Cc j@3 cjC{N3cc NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3. N0 ks N0 kt a3 j@3 c@3a
cjC{N3cc R8 j@3 8a,jna3 UIN3 CN jsR Raj@R<RNI 0Ca3,jCRNc CN j@3 IR,I ,RRa0CNj3c
R8 j@3 8a,jna3 UIN3 )9l*Y
Baa3q3acC$I3 /38RaLjCRN R8 j@3 7a,jna3 TIN3
7aC,jCRNI cIC0CN< CN j@3 8a,jna3 Cc N Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN. s@C,@ Cc a3Ua3c3Nj30
$w Caa3q3acC$I3 0L<3 CN  sw cCLCIa jR 03q3IRUCN< UIcjC,Cjw CN ,@IG Lj3aCI
:f NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
)kf*Y DCN< 3j IY ):z* UaRURc30 wC3I0 N0 URj3NjCI 8nN,jCRNc 8Ra  cCN<I3 8a,jna3 c
c@RsN $3IRs-
F d =
[(
σ′xy
μx
)2
+
(
σ′xz
μz
)2] 12
+ σ′xx − cf VYfW
Qd =
[(
σ′xy
μx
)2
+
(
σ′xz
μz
)2] 12
+ σ′xx cCN(α) VYeW
s@3a3 cf Cc j@3 ,R@3cCRN R8 j@3 8a,jna3 N0 μx N0 μz a3 03~N30 c-
μx = jN(Φr + αx) VY4W
μz = jN(Φr + αz) VYOW
s@3a3 Φr Cc j@3 8aC,jCRNI N<I3 N0 αx N0 αz a3 j@3 cU3aCjw N<I3c R8 j@3 8a,A
jna30 ,@IG CN j@3 x N0 z 0Ca3,jCRNcY q3a<3 cU3aCjw N<I3. α CN 3\njCRN Ye Cc
j@3 q3a<3 R8 αx N0 αz )9l*Y
/naCN< j@3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3. 03<a0jCRN R8 j@3 cU3aCjw N<I3 Cc
R$c3aq30Y i@3 cU3aCjw 03<a0jCRN Cc ccnL30 jR $3  8nN,jCRN R8 j@3 Caa3q3acC$I3
URajCRN R8 j@3 8a,jna3 0CcUI,3L3NjY
αx = αx0 3uU (−m|εdx|) VYSzW
αz = αz0 3uU (−m|εdz |) VYSSW
i@3 3IcjC,ACaa3q3acC$I3 0L<3 ,RNcjCjnjCq3 3\njCRN a3Ua3c3Njc j@3 038RaLA
jCRN R8  8a,jna3 CN NIR<w jR j@3 UIcjC,Cjw LR03I R8 j@3 CNj,j ,@IGY i@3 0L<3
,RNcjCjnjCq3 LjaCu Cc .ed N0 j@3 CN,a3L3NjI 0L<3 038RaLjCRN Cc ΔεdY b33
Y#Y
YlYk i@32\nCqI3Nj+RnUI302IcjRATIcjC,A/L<3+RNcjCjnjCq3KR03I
8Ra j@3 7a,jna30 +@IG
BN Ra03a jR NIwy3 j@3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna30 ,@IG. N3Cj@3a j@3 UIcjC, NRa
j@3 0L<3 j@3Raw a3 cn|,C3Nj jR 03c,aC$3 j@3 U@wcC,I $3@qCRa R8 j@3 Lj3aCI-
j@3a38Ra3. N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03I Cc N33030 jR 03c,aC$3 $Rj@ UaR,3cc3cY BN
j@Cc LR03I.  ,RnUI30 ,RNcjCjnjCq3 LR03I Cc CNjaR0n,30. ccnLCN< j@j 3,@ 8a,jna3
UIN3 3uU3aC3N,3c j@3 cL3 cja3cc c j@3 ,@IG. N0 j@j j@3 jRjI cjaCN Cc j@3 cnL R8
j@3 cjaCNc CN 8a,jna3 N0 ,@IGY i@3 ,RnUI30 ,RNcjCjnjCq3 LR03I Cc 0CqC030 CNjR jsR
Uajc- N 3IcjC,A0L<3 LR03I N0 N 3IcjRAUIcjC, Caa3q3acC$I3 0L<3 LR03I. c
3uUICN30 CN j@3 8RIIRsCN< c3,jCRNcY
YlY K3j@R0c :e
7C<na3 YS- `@3RIR<C,I 3I3L3Njc- ,@IG N0 j@3 8a,jna30 UIN3 a3 LR03I30 c
jsR cUaCN<c CN c3aC3c N0 3uU3aC3N,3 j@3 cL3 UUIC30 IR0Y
2\nCqI3Nj 2IcjC, +RNcjCjnjCq3 KR03I
;3aaa0 N0 T3N03 )ll* CNjaR0n,30 j@3 a@3RIR<C,I c,@3L3 R8 7C<na3 YS 8Ra j@3
3\nCqI3Nj Lj3aCIY BN j@Cc c,@3L3 ,@IG N0 j@3 8a,jna30 UIN3 a3 jsR 3I3L3Njc
,RNN3,j30 CN c3aC3c CN 8RaL R8 cUaCN<cY b3aC3c LR03Ic 3Ncna3 j@j 3,@ cUaCN< 3uA
U3aC3N,3c j@3 cL3 CN,a3L3NjI IR0. N0 j@j j@3 jRjI cjaCN Cc 3\nI jR j@3 cnL R8
j@3 cjaCN CN 3,@ cUaCN<-
Δεt = Δεe +Δεp +Δεd VYSlW
bCN,3 cja3cc CN 3,@ 3I3L3Nj Cc 3\nI jR j@3 jRjI cja3cc. j@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IA
jCRNc@CU $3js33N cjaCN N0 cja3cc 8Ra j@3 3\nCqI3Nj LR03I sCj@  cCN<I3 8a,jna3 Cc
saCjj3N c 8RIIRsc-
Δεt = (6I + hT 6J h)Δσt VYSkW
s@3a3 6I Cc j@3 3IcjC, ,RLUICN,3 LjaCu R8 j@3 ,@IG sCj@Rnj 8a,jna3 N0 6J Cc j@3
,RLUICN,3 LjaCu R8 3IcjC, 8a,jna3 UIN3 CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3cY i@3 3\nCqI3Nj
,RLUICN,3 LjaCu R8 3IcjC, 8a,jna30 ,@IG 6t Cc saCjj3N c 8RIIRsc-
6t = 6I + hT 6J h VYS:W
h Cc  6×3 jaNc8RaLjCRN LjaCu )Sz] * V03~N30 CN Y+W j@j jaNc8RaLc j@3 cja3cc
q3,jRa R8 3,@ $IR,G CNjR j@3 cja3cc q3,jRa j j@3 IR,I ,RRa0CNj3c R8 j@3 8a,jna3
UIN3 c 8RIIRsc-
{
σ′xx σ′xy σ′xz
}T
= h
{
σxx σyy σzz σxy σyz σxz
}T VYS9W
j@3 ,Raa3cURN0CN< cjaCN ,RRa0CNj3 jaNc8RaLjCRN Cc-
hT
{
ε′xx ε′xy ε′xz
}T
=
{
εxx εyy εzz εxy εyz εxz
}T VYSfW
s@3a3 j@3 cjaCN q3,jRa RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 Cc j@3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3
UIN3Y
:4 NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
2\nCqI3Nj 2IcjRAUIcjC,A0L<3 +RNcjCjnjCq3 KR03I
$Rq3. j@3 ,RnUI30 ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra 3IcjC, 8a,jna30 ,@IG Cc CNjaR0n,30Y
?Rs3q3a j@3 8a,jna30 ,@IG 3uU3aC3N,3 N Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN j@j ,N $3 3uA
UICN30 $w ,RnUICN< j@3 CN3IcjC, $3@qCRa R8 0L<3 sCj@ j@3 UIcjC,Cjw j@3RawY
BN j@Cc c3,jCRN.  kA/ ,RnUI30 LR03I j@j ,,RnNjc 8Ra $Rj@ CN3IcjC, $3@qCRa R8
,@IG VUIcjC,CjwW N0 8a,jna30VCaa3q3acC$I3 0L<3WCc CNjaR0n,30Y i@3 ,RLUnjA
jCRNI UaR,30na3 R8 j@3 ,RnUI30LR03I ,U$I3 R8 ,,RnNjCN< 8Ra II CN3IcjC, L3,@A
NCcLc Cc CNjaR0n,30 $w B$a@CL$3<RqCÍ )kf*Y i@3 ,RnUI30 3\nCqI3Nj 3IcjRAUIcjC,A
0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG Cc 03~N30 ,,Ra0CN< jR j@3 c3aC3c
LR03I V7C<na3 YSW c 8RIIRsc-
Dt =
[
(.ep)−1 + (.ed)−1
]−1
VYSeW
r@3N $Rj@ UIcjC,Cjw N0 Caa3q3acC$I3 0L<3 a3 ,jCq3. 3,@ LR03I LR0C~3c cja3cc
,RLURN3Nj CN jsR c3Uaj3 ,RLUnjjCRNc N0 CN03U3N03Nj R8 3,@ Rj@3aY r3 Lncj
LG3 cna3 j@j j@3 ~NI cja3cc qIn3c UaR0n,30 $w j@3 jsR cja3cc a3jnaN I<RaCj@Lc
UaR0n,3 j@3 cL3 cja3cc jR cjCc8w Rna a@3RIR<C,I cUaCN< LR03IY i@3 a3jnaN I<RA
aCj@L 03c,aC$30 $w QajCy N0 bCLR )9:* Cc nc30 jR LR0C8w cja3cc3c N0 a3jnaN j@3L
$,G RN jR j@3 wC3I0 N0 cICU cna8,3cY j j@3 3N0 R8 3,@ ,RLUnjjCRN. cja3cc3c
UaRqC030 $w j@3 jsR LR03Ic sCII $3 3N8Ra,30 jR $3 3\nI $w ncCN< N 00CjCRNI
Cj3ajCq3 IRRUY i@3 ,RLUnjjCRNI UaR,30na3 nc30 jR ~N0 j@3 cja3cc cjj3 R8 j@3 8a,A
jna30 ,@IG ncCN< j@3 ,RnUI30 LR03I Cc -
SY +I,nIj3 j@3 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LjaCu .t N0 cc3L$I3 j@3 <IR$I cwcA
j3L ,RNcjCjnjCq3 LjaCu E Y
j j@3 $3<CNNCN< R8 j@3 cRInjCRN N 3IcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu Cc nc30Y
lY bRIq3 EΔn = Δ7 $w j@3 72K jR ~N0 j@3 ~acj 3cjCLj3 R8 NR0I 0CcUI,3A
L3NjcY Δn Cc j@3 q3,jRa R8 CN,a3L3NjI NR0I 0CcUI,3L3Njc N0 Δ7 Cc j@3
q3,jRa R8 NR0I CN,a3L3NjI IR0cY
kY +I,nIj3 j@3 CN,a3L3NjI 3IcjC, NR0I cjaCNc 8Ra 3,@ CNj3<ajCRN NR03.Δε
:Y Q$jCN j@3 jaCI cja3cc j jCL3m-
σk
m
n = σ
m−1 + .tnΔε
t
n VYS4W
s@3a3 m Cc j@3 ,naa3Nj jCL3 mY n Cc j@3 NnL$3a R8 Cj3ajCRN CN j@3 a3jnaN
I<RaCj@L j j@3 ,naa3Nj jCL3 mY k Cc j@3 NnL$3a R8 Cj3ajCRN j@aRn<@ j@3
,RnUICN< R8 j@3 UIcjC, N0 0L<3 I<RaCj@LY ,,Ra0CN< jR j@3 a@3RIR<CA
,I cUaCN< LR03I. cja3cc3c a3 3\nI j 3,@ 3I3L3NjVcUaCN<W N0 cjaCNc R8
3I3L3NjcVcUaCN<cW a3 00CjCq3Y bja3cc3c j 3,@ jCL3 cj3U 8RaLnIj30 c-
σkn = .
t
n ε
t
n = .
ep
n (ε
t
n − εdn) = .edn εdn VYSOW
YkY MnL3aC,I `3cnIjc N0 /Cc,nccCRN :O
9Y Q$jCN j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRNc N0 nU0j3 j@3 cja3cc q3,jRa N0 j@3 ,RNA
cjCjnjCq3 LjaCu $w ncCN< j@3 ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RLUnjjCRNI
UaR,30na3 c Cj Cc 0CcUIw30 CN i$I3 YSY
i@3 UaR,30na3 CN i$I3 YS Cc N Cj3ajCq3 I<RaCj@L nNjCI 3\nI cja3cc3c a3
UaR0n,30 $w j@3 0L<3 N0 UIcjC, cn$AI<RaCj@LcY
fY `3U3j j@3 UaR,30na3 nNjCI j@3 CNj3aNI 8Ra,3c a3 3\nI jR j@3 3uj3aNI 8Ra,3cY
YlY: BNUnj UaL3j3ac N0 <3RL3jaw
BN j@Cc c3,jCRN j@3 UaRURc30 kA/ LR03I Cc UUIC30 jR  ,@IG ,Ra3 UIn< nN03a nNCA
uCI ,RLUa3ccCRN IR0Y i@3 ,@RC,3 R8 ,@IG cja3N<j@ UaL3j3ac N0 8a,jna3 UA
aL3j3ac Cc ICcj30 CN i$I3 YlY
Yk MnL3aC,I `3cnIjc N0 /Cc,nccCRN
i@3 NnL3aC,I a3cnIjc a3 R$jCN30 sCj@ N CNA@Rnc3 72K ,R03 )9* Ua3c3Nj30 CN j@Cc
c3,jCRNY 7Cacj j@3 Ua3c3Nj30 LR03I Cc NIwjC,IIw q3aC~30 N0 j@3N a3cnIjc 8Ra j@3
3IcjRAUIcjC,A0L<3 LR03I 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG nN03a nNCAuCI ,RLUa3ccCRN
IR0 a3 03LRNcjaj30Y
YkYS KR03I p3aC~,jCRN
BN j@Cc c3,jCRN j@3 kA/ ~NCj3 3I3L3Nj ,R03 8Ra j@3 3IcjC, 8a,jna30 ,@IG Cc q3aC~30Y
BN j@3 3IcjC, Uaj. j@3 Rq3aII ,RLUICN,3 LjaCu Cc ,RNcjNjY
2IcjC, /38RaLjCRN
bCN,3 j@3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu Cc ,RNcjNj. CN j@3 3IcjC, Uaj  cCN<I3 jCL3 cj3U Cc
cn|,C3Nj jR ~N0 038RaLjCRNcY i@3 j3cj ,c3 Ua3c3Nj30 @3a3 Cc a3,jN<nIa qRInL3
SL × SL × lL. c33 7C<na3 YlY i@a33 8,3c R8 j@3 ,n$3 Vj@3 $RjjRL 8,3 N0
jsR @RaCyRNjI 8,3c CN u N0 w 0Ca3,jCRNcW @q3 y3aR 0CcUI,3L3Njc CN j@3Ca NRaLI
0Ca3,jCRNc . j@3 a3cj R8 j@a33 8,3c a3 8a33 jR LRq3Y SKT Ua3ccna3 IR0 UUIC30 jR
j@3 nUU3a cna8,3Y i@3 8a,jna3 Cc RN j@3 @RaCyRNjI UIN3 CNj3ac3,j j@3 CNj,j aR,GY
vRnN< LR0nInc E R8 CNj,j aR,G Cc Szz;T N0 j@3 NRaLI 8a,jna3 cjC{N3cc.Kn.
Cc lz;T/LY
p3ajC,I 0CcUI,3L3Njc a3 ,I,nIj30 8aRL-
ε = 6tσ VYlzW
9z NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
i$I3 YS- +RLUnjjCRNI UaR,30na3 8Ra R$jCNCN< j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3
NCcRjaRUC, ,RnUI30AUIcjC,CjwA0L<3 LR03I
iG3 j@3 jaCI cja3cc. σkn. 8aRL 3\njCRN VYS4W
7CN0 cja3cc3c N0 cjaCNc RN j@3 8a,jna3 UIN3 ,RRa0CNj3c $w ncCN< j@3 LjaCu jaNc8RaLA
jCRNc εdn = hT 6J hσkn N0 σ′kn = hσkn
TIcjC,Cjw LR03I
SY ;Cq3 j@3 jaCI cja3cc. σkn. jR j@3 UIcA
jC,Cjw LR03IY
lY +@3,G j@3 wC3I0 cna8,3 R8 j@3 UIcjC,A
Cjw LR03I. ncCN< j@3 Cj3ajCq3 a3jnaN
I<RaCj@L nNjCI cja3cc3c a3jnaN $,G
RNjR j@3 wC3I0 cna8,3Y
kY +I,nIj3 j@3 UIcjC, 038RaLjCRNY
:Y mU0j3 j@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3
LjaCu. .epn+1Y
9Y mU0j3 j@3 cja3cc q3,jRac. σkn+1Y
/L<3 LR03I
SY ;Cq3 j@3 jaCI cja3cc RN 8a,jna3 ,RRaA
0CNj3c. σ′kn . jR j@3 0L<3 LR03IY
lY +@3,G j@3 cICU cna8,3 R8 j@3 0L<3
LR03I. ncCN< j@3 Cj3ajCq3 a3jnaN I<RA
aCj@L nNjCI cja3cc3c a3jnaN $,G RNjR
j@3 cICU cna8,3Y
kY +I,nIj3 j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLA
jCRNY
:Y mU0j3 j@3 0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LA
jaCu. .edn+1Y
9Y mU0j3 cja3cc q3,jRac RN 8a,jna30
UIN3 ,RRa0CNj3c. σ′kn+1Y
fY +I,nIj3 0L<3 cjaCN RN 8a,jna30
UIN3 ,RRa0CNj3c. ε′n+1 = 6J σ′n+1
eY mU0j3 j@3 <Cq3N 0L<3 cjaCN CN j@3
$IR,G ,RRa0CNj3c. εdn+1 = hT ε′Y
4Y +I,nIj3 j@3 0C{3a3N,3 R8 j@3 0LA
<3 cjaCN CN j@3 $IR,G ,RRa0CNj3c
Δεdn+1 = ε
d
n − εdn+1Y
MRj3- B8 j@3Δεdn+1 = 0 j@3 cja3cc UaR0n,30 $w UIcjC,Cjw N0 0L<3 LR03I a3 3\nI
N0 j@3 ,I,nIjCRN ,RNjCNn3c jR j@3 N3uj jCL3 cj3U (m+ 1). Rj@3asCc3-
mU0j3 j@3 <Cq3N jaCI cja3cc3c. σk+1n+1 = .
ep
n+1 (ε
t
n+1 − εdn+1) = σkn+1 + .epn+1Δεdn+1
`3U3j j@3 ,I,nIjCRN 8aRL j@3 $3<CNNCN< R8 j@Cc j$I3
7C<na3 Yl- i@3 cG3j,@ R8 j@3 cCN<I3 @RaCyRNjI 8a,jna3 UIN3
YkY MnL3aC,I `3cnIjc N0 /Cc,nccCRN 9S
i$I3 Yl- +@IG N0 8a,jna3 UaL3j3ac ccnL30 8Ra NIwc3c
vRnN<ȕc LR0nInc. E :zzzKT
TRCccRNȕc ajCR. ν zYll
N<I3 R8 8aC,jCRN 8Ra wC3I0 VCNCjCI. U3G. a3cC0nIW. Φ ke.9ï. k4ï. ke.eï
N<I3 R8 8aC,jCRN 8Ra URj3NjCI cna8,3. Ψ SOï
+R@3cCRN VCNCjCI. U3G. a3cC0nIW. c z.4KT. z.4KT. z.eKT
7a,jna3 NRaLI cja3N<j@. kn kzKT/L
7a,jna3 c@3a cja3N<j@. ks. kt S9KT/L. S9KT/L
7a,jna3 ,R@3cCRN. cf z
7a,jna3 cU3aCjw N<I3 VCNCjCIW. αx. αz Szï. Szï
7a,jna3 N<I3 R8 8aC,jCRN. Φr ke.9ï
BN j@Cc LR03I. RNIw RN3 NRaLI 3I3L3Nj R8 cja3cc. σzz . Cc NRNAy3aR. j@3N RNIw
j@3 j@Ca0 ,RInLN R8 j@3 jRjI ,RLUICN,3 LjaCu Cc N33030 jR ,I,nIj3 cjaCNc. N0
q3ajC,I 0CcUI,3L3Njc a3 ,I,nIj30 8aRL-
ΔUz = σzz
(
1
kn
+
1
E
)
H VYlSW
s@3a3 H Cc j@3 qRInL3 @3C<@jY i@3 NnL3aC,I a3cnIjc N0 NIwjC,I <Cq3 nc  q3aA
jC,I 0CcUI,3L3Nj R8 fLLY
i@3 8a,jna3 UIN3 RaC3NjjCRN Cc 03~N30 $w j@3 0CU N0 cjaCG3 N<I3c V b33 Y+
8Ra 03~NCjCRN R8 j@3 0CU N0 cjaCG3 N<I3cW Y r@3N j@3 8a,jna3 UIN3 @c N N<I3
sCj@ j@3 @RaCyRNjI UIN3Vuw UIN3W. s@C,@ L3Nc  0CU N<I3 <a3j3a j@N y3aR.
j@3 UUIC30 NRaLI cja3cc CN0n,3c c@3a cja3cc3c c  a3cnIjc R8 j@3 NRNAcwLL3jaC,
N0 NCcRjaRUC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu. s@C,@ a3Ua3c3Njc j@3 NCcRjaRUC, Njna3 R8 j@3
8a,jna30 ,@IGY BN j@3 8RIIRsCN<. j@3 ,RLUnjjCRNI a3cnIjc R8 j@3 ,RnUI30 3IcjRA
UIcjC,A0L<3 LR03I CN,In0CN<  8a,jna3 UIN3 sCj@ 0C{3a3Nj RaC3NjjCRNc a3 Ua3A
c3Nj30Y
YkYl MnL3aC,I bCLnIjCRN R8 j@3+RnUI302IcjRAUIcjC,A0L<3LR03I
BN j@Cc c3,jCRN. j@3 72K a3cnIjc R8 j@3 ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3 LR03I 8Ra 
,@IG UIn< sCj@ CN0n,30 8a,jna30 UIN3 a3 Ua3c3Nj30Y
i@3 LR03I <3RL3jaw ,RNcCcjc R8  a3,jN<nIa qRInL3 R8 lL CN q3ajC,I 0Ca3,A
jCRN. z. N0 SL CN @RaCyRNjI. x N0 y 0Ca3,jCRNcY i@3 cCLnIjCRN @c $33N 0RN3 8Ra
j@3 ,@IG CN,In03c  cCN<I3 8a,jna3 sCj@ 0C{3a3Nj 0CU N<I3c CN,a3cCN< 8aRL zï jR
OzïY
/CcUI,3L3Nj 8Ra 8,3c NRaLI jR x N0 y 0Ca3,jCRNc a3 y3aR CN j@3Ca NRaLI
0Ca3,jCRNcY i@3 $RjjRL cna8,3 @c y3aR 0CcUI,3L3Nj CN z 0Ca3,jCRN. N0 q3ajC,I
,RLUa3ccCRN IR0 Cc UUIC30 RN j@3 jRU cna8,3Y #RnN0aw IR0 Cc ,@N<30 8aRL
zKT jR SSKT CN 4z c3,RN0cY
9l NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
120
85
50
15
-20
-55
-90
-125
-160
-195
-230
VW zï V$W S9ï V,W kzï V0W :9ï
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
-1.2
-1.4
-1.6
V3W MR 8a,jna3 V8W Ozï
7C<na3 Yk- p3ajC,I 0CcUI,3L3Njc [mm] CN j@3 LC00I3 R8 j@3 IR0CN< VjCL3 l9
c3,RN0cW 8Ra j@3 CNj,j ,@IG V7C<Y Yk3W N0 j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@ 0C{3a3Nj 0CU
N<I3c V7C<Y Yk. Yk$. Yk,. Yk0. Yk8W - ,@IG 038RaLc IRN< j@3 8a,jna3
i@3 a3cnIjc 03LRNcjaj3 j@3 Ua3c3N,3 R8 j@3 8a,jna3 CN j@3 ,@IG N0 Cjc RaCA
3NjjCRN @c  cjaRN< 3{3,j RN j@3 cja3cc 0CcjaC$njCRN N0 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG
cLUI3Y BN 7C<na3 Yk. q3ajC,I 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@ 0C{3a3Nj 0CU
N<I3c a3 ,RLUa30 N0 ,RLUa30 sCj@ j@3 CNj,j ,@IGY i@3 @RaCyRNjI 8a,jna3
V0CU N<I35zïW c@Rsc j@3 @C<@3cj q3ajC,I 0CcUI,3L3Nj. s@CI3 j@3 ,@IG sCj@ j@3
q3ajC,I 8a,jna3 UIN3 V0CU N<I3 5 OzïW 038RaLc c j@3 cL3 c j@3 CNj,j ,@IGY
7aRL 7C<na3 Yk ,N $3 c33N j@3 ,@IG j3N0c jR 038RaL IRN< j@3 8a,jna3 UIN3Y
i@3 8a,jna30 UIN3 CN0n,3c NCcRjaRUw N0 CN,a3c3c j@3 NRNAcwLL3jaC, NA
jna3 R8 j@3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu. s@C,@ CN0n,3c @C<@3a c@3a cja3cc3cY b@3a cja3cc3c
,@N<3 sCj@ j@3 ,@N<3 R8 j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRNY ?C<@3a c@3a cja3cc3c 8,CICjj3
j@3 c@3a 8CIna3 R8 j@3 ,@IGY BN j@Cc sRaG. 8a,jna3 UIN3 sCj@ 0CU N<I3c R8 zï.
S9ï. kzï. :9ï N0 Ozï a3 ,RLUa30Y `3cnIjc c@Rsc j@j j 0CU N<I3c kzï N0 :9ï.
j@3 c@3a cja3cc3c a3 cC<NC~,Nj N0 ,@IG 3uU3aC3N,3c  @C<@3a N0 N 3aIC3a UIcA
jC, 038RaLjCRN CN ,RLUa3 sCj@ j@3 CNj,j ,@IGY BN 7C<na3 Y:. j@3 ,,nLnIj30
UIcjC, cjaCN 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@ 0CU N<I3c R8 kzï N0 :9ï j j@3 jCL3 l9
YkY MnL3aC,I `3cnIjc N0 /Cc,nccCRN 9k
0.0024
0.0015
0.001
0.0005
0
VW V$W
7C<na3 Y:- i@3 3\nCqI3Nj ,,nLnIj30 UIcjC, cjaCN 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@
0CU N<I3c R8 kzï V7C<Y Y:W. N0 :9ï V7C<Y Y:$WY
c3,RN0 a3 c@RsN. s@CI3 j j@Cc jCL3 j@3 CNj,j ,@IG @c N 3IcjC, $3@qCRaY
?C<@ c@3a cja3cc3c ,nc3 0L<3 N0 cIC0CN< R8 j@3 8a,jna3Y 7a,jna3 cIC0CN<
03<a03c j@3 cU3aCjw N<I3 N0 ,nc3c 0CIjCRN Vc33 3\njCRN YSzWY +@N<3c R8
j@3 cU3aCjw N<I3 q3acnc jCL3 8Ra 8a,jna3c sCj@ 8Rna 0C{3a3Nj 0CU N<I3c Cc c@RsN
CN 7C<na3 Y9Y 7Ra 8a,jna3 UIN3c sCj@  0CU N<I3 R8 zï N0 S9ï. j@3 cU3aCjw
N<I3c 0R3c NRj ,@N<3. s@C,@ CN0C,j3c c@3a cja3cc3c a3 cLII N0 j@3a3 Cc NR
8a,jna3 cIC0CN<Y j @C<@3a 0CU N<I3c. CN,a3c30 IR0 ,nc3c j@3 cU3aCjw N<I3 jR
03,a3c3 8aRL Cjc CNCjCI qIn3 R8 Szï jR Cjc a3cC0nI qIn3Y /3,a3cCN< R8 j@3 cU3aCjw
N<I3 c@Rsc j@3 R,,naa3N,3 R8 8a,jna3 cIC0CN< N0 Caa3q3acC$I3 0L<3 038RaLjCRN.
s@C,@ Cc @C<@3a 8Ra Lj3aCIc sCj@ @C<@3a 8a,jna3 0CU N<I3cY
BN 7C<na3 Yf. 0C<aL R8 j@3 03qCjRaC, cja3cc q3acnc j@3 L3N cja3cc 8Ra j@3
,@IG CN,In03c  8a,jna3 sCj@  0CU N<I3 R8 kzï. c@Rsc 03q3IRUL3Nj R8 j@3 cja3cc
cjj3c R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY i@3 cU3aCjw N<I3ȕc ,@N<3c q3acnc L3N cja3cc Cc CNA
,In030 CN j@3 UIRjY /3,a3cCN< j@3 cU3aCjw N<I3 8aRL Cjc CNCjCI qIn3 CN0C,j3c j@3
Caa3q3acC$I3 0L<3 UaR<a3cc CN j@3 8a,jna30 ,@IGY i@3 $3@qCRa R8 j@3 ,naq3 Cc
3IcjC, CN j@3 $3<CNNCN<Y i@3N j@3 cIRU3 R8 j@3 ,naq3 Cc 03,a3cCN<. s@C,@ CN0C,j3c
j@3 UIcjC, 038RaLjCRN. s@CI3 j@3 Caa3q3acC$I3 0L<3VCN3IcjC,W. @c NRj cjaj30Y j
j@3 URCNj. s@3a3 j@3 Caa3q3acC$I3 0L<3 R,,nac. j@3 ,naq3 @c N CN3,jCRN URCNj.
j s@C,@ j@3 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LjaCu @c  cn003N 03,a3c3 0n3 jR j@3 0LA
<3Y r@3N j@3 cU3aCjw N<I3 N0 ,RNc3\n3NjIw j@3 Caa3q3acC$I3 0L<3 038RaLjCRN
a3,@3c jR j@3 a3cC0nI qIn3. j@3 0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu 0R3c NRj ,@N<3 N0
j@3 ,RnUI30 ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8RIIRsc j@3 ja3N0 R8 j@3 3IcjRAUIcjC, LR03IY #w
9: NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
7C<na3 Y9- 7a,jna3 cU3aCjw 03<a0jCRN ,nc30 $w @C<@ c@3a cja3cc 8Ra j@3 8a,A
jna3 UIN3 sCj@ 0CU N<I3c R8 zï. S9ï. kzï N0 :9ïY
CN,a3cCN< j@3 ,RLUa3ccCRN IR0. cn$c3\n3NjIw j@3 L3N cja3cc CN,a3c3c N0 j@Cc
ICLCjc 8naj@3a c@3a 8CIna3Y i@3 cIRU3 R8 j@3 ,naq3 j@3N UUaR,@3c j@3 3IcjC, ,naq3
<CNY
i@3 03qCjRaC, cja3cc3c 8Ra j@3 ,@IG cLUI3 sCj@  cCN<I3 8a,jna3 RaC3Nj30 sCj@
0CU N<I3c R8 kzï. :9ï a3 03LRNcjaj30 CN 7C<na3 YeY MnL3aC,I a3cnIjc c@Rs j@3
03qCjRaC, cja3cc3c a3 IR,ICy30 CN j@3 8a,jna30 UIN3 RaC3NjjCRN N0 $w CN,a3cCN<
j@3 8a,jna3ȕc 0CU N<I3. j@3 03qCjRaC, cja3cc CN,a3c3cY
Y: +RN,IncCRN
i@3 R$E3,jCq3 R8 j@Cc cjn0w sc jR NIwy3 8CIna3 R8 8a,jna30 ,@IG ncCN<  ,RNA
jCNnnL ,RLUnjjCRNI NnL3aC,I LR03IY 7Ra j@Cc UnaURc3.  ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A
NCcRjaRUC, 0L<3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN Cc 03q3IRU30 N0 CLUI3L3Nj30 jR j@3LR03I
jR 03c,aC$3 j@3 $3@qCRa R8 j@3 8a,jna30 ,@IG nN03a nNCAuCI IR0CN< ,RN0CjCRNY
/38RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3 UIN3 Cc LR03I30 sCj@  j@3Raw R8 NCcRjaRUC, 0L<3
LR03IY
TIcjC, 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG N0 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3 a3
ja3j30 CN  cCLCIa sw $w 03~NCN< j@3 UIcjC, N0 0L<3 Rs anI3c. N0 ncCN<
 cja3cc a3jnaN I<RaCj@LY i@3 ,RnUICN< R8 j@3 UIcjC,Cjw N0 j@3 0L<3 LR03Ic Cc
0RN3 $w LGCN< N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LjaCu $c30 RN j@3 jRjI 038RaLjCRN
Y:Y +RN,IncCRN 99
7C<na3 Yf- /3qCjRaC, cja3cc N0 cU3aCjw N<I3 q3acnc L3N cja3cc. 0CU N<I3 kzï
23.0
12.7
7.62
3.88
2.14
1.18
0.65
0.36
0.2
VW V$W
7C<na3 Ye- /3qCjRaC, cja3cc )KT* 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@  0CU N<I3 R8 kzï
V7C<Y YeW N0  0CU N<I3 R8 :9ï V7C<Y Ye$W -  @C<@3a 0CU N<I3 ,a3j3c  @C<@3a
cja3cc 03qCjRa
9f NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
R8 j@3 Lj3aCI Cc cnL R8 j@3 038RaLjCRN R8 j@3 CNj,j ,@IG N0 038RaLjCRN R8 j@3
8a,jna3. N0 $Rj@ R8 j@3L 3uU3aC3N,3 cL3 cja3cc3cY
i@3 03q3IRU30 LR03I Cc qIC0j30 $w ,RLUaCN< sCj@ N NIwjC,I cRInjCRN 8Ra
N 3IcjC, a3,jN<nIa qRInL3 sCj@  cCN<I3 @RaCyRNjI 8a,jna3Y
+RLUnjjCRNI cCLnIjCRNc R8 j@3 ,RnUI30 3IcjRAUIcjC, 0L<3 c@Rs j@3 3{3,j
R8 j@3 8a,jna3 N0 Cjc RaC3NjjCRN RN j@3 Rq3aII 038RaLjCRN N0 cja3cc 0CcjaC$njCRN
R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY +@IG j3N0c jR 038RaL IRN< j@3 8a,jna3 UIN3. j@3a38Ra3
CN j@3 nNCAuCI cCLnIjCRN. @C<@ 03qCjRaC, cja3cc3c a3 IR,ICy30 IRN< j@3 8a,jna3
UIN3. s@C,@ 8,CICjj3 j@3 8CIna3 R8 j@3 ,@IGY
+RnUICN< j@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 LR03I sCj@ j@3 0L<3 LR03I c@Rsc 
CN3,jCRN URCNj CN j@3 0C<aL R8 j@3 03qCjRaC, cja3cc q3acnc L3N cja3cc. j s@C,@
j@3 8a,jna3 cIC0CN< Ra Caa3q3acC$I3 0L<3 cjaj30Y #w 03,a3cCN< j@3 cU3aCjw N<I3
jR Cjc a3cC0nI qIn3. j@3 cIRU3 R8 j@3 ,naq3 UUaR,@3c j@3 3IcjC, ,naq3Y
?C<@ UIcjC, 038RaLjCRN IRN< j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRN. 8a,jna3 cIC0CN< N0
03,a3cCN< R8 j@3 cU3aCjw N<I3. ,N $3 c33N 8Ra j@3 8a,jna3 UIN3 sCj@ 0CU N<I3c
R8 kzï N0 :9ïY
Y9 ,GNRsI30<L3Njc
i@3 nj@Rac a3 <aj38nI jR /aY KR@LL0 MccCa 8Ra @Cc @3IU8nI 0Cc,nccCRNc a3A
<a0CN< j@3 8a,jna3 LR03ICN<Y i@Cc sRaG Cc UajCIIw cnUURaj30 $w j@3 `3c3a,@
+RnN,CI R8 MRaswY
Y 2IcjRAUIcjC, +RNcjCjnjCq3 KjaCu 8Ra BNj,j Kj3A
aCI
2IcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu saCjj3N c-
.I =
E
1 + ν
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 0.5− ν 0 0
0 0 0 0 0.5− ν 0
0 0 0 0 0 0.5− ν
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
VYllW
s@3a3 E N0 ν a3 vRnN<ȕc KR0nInc N0 TRCccRNȕc ajCR a3cU3,jCq3IwY i@3 ,RNcjCA
jnjCq3 LR03I R8 CNj,j ,@IG Cc CcRjaRUC, N0 cwLL3jaC,Y
iR 3qInj3 j@3 Caa3q3acC$I3 Uaj R8 0CcUI,3L3Nj VUIcjC, cjaCNW  NRNAccR,Cj30
Rs anI3 Cc nc30 c 8RIIRsc-
Δεp = γp
∂ Qp
∂ σ
VYlkW
Y#Y /L<3 +RNcjCjnjCq3 KjaCu 9e
s@3a3 γp Cc  NRNAN3<jCq3 c,IaY 7aRL j@3 j@3Raw R8 UIcjC,Cjw N0 ,RNcCcj3N,w
,RN0CjCRN. γp ,N $3 8RnN0 c 8RIIRsc )fS*-
γp =
∂ F
∂ σ
T .I Δε
∂ F
∂ σ
T .I ∂ Q∂ σ − ∂ F∂ κ ∂ κ∂ εp
VYl:W
N0 j@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN Cc.
Δσ = .epΔε VYl9W
s@3a3 .ep Cc 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCuY N0 j@3 CN,a3L3NjI jRjI cjaCNΔε
,N $3 cUICj CNjR a3q3acC$I3 3IcjC, N0 Caa3q3acC$I3 UIcjC, cjaCNc
Δε = Δεe +Δεp VYlfW
7aRL Lj@3LjC,I LNCUnIjCRN N0 j@3Raw R8 UIcjC,Cjw. j@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCA
jnjCq3 LjaCu [Dep] Cc R$jCN30 c j@3 8RIIRsCN< 8RaLY
.ep =
⎧⎨
⎩
.I C8 γp = 0
.I − .I
∂ Q
∂ σ
∂ F
∂ σ
T .I
∂ F
∂ σ
T .I ∂ Q∂ σ− ∂ F∂ κ ∂ κ∂ εp
C8 γp > 0
VYleW
Y# /L<3 +RNcjCjnjCq3 KjaCu
.ed =
⎧⎪⎨
⎪⎩
6−1J C8 γ
d = 0
6−1J −
6−1J
∂ Qd
∂ σ
∂ Fd
∂ σ
T
6−1J
∂ Fd
∂ σ
6−1J
∂ Qd
∂ σ
− ∂ Fd
∂ μ
∂ μ
∂ εp
C8 γd > 0
VYl4W
i@3 $Rq3 3\njCRNc a3 R$jCN30 8aRL j@3 j@3Raw R8 LuCLnL 0L<3 0CccCA
UjCRN N0 ,RNcCcj3N,w ,RN0CjCRN. s@C,@ a3 3\nCqI3Nj jR j@3 RN3 CN j@3 UIcjC,Cjw
LR03I )kf*Y Baa3q3acC$I3 cjaCN R8 j@3 8a,jna3 UIN3 Cc R$jCN30 $w ncCN< j@3 0L<3
Rs anI3 N0 0L<3 LnIjCUIC3a γd-
Δεd = γd
∂ Qd
∂ σ
VYlOW
Y+ iaNc8RaLjCRN KjaCu
h =
⎡
⎣ l2x m2x n2x 2 lxmx 2mx nx 2 lx nxlx ly mxmy nx ny mx ly + lxmy nxmy +mx ny nx ly + lx ny
lx lz mxmz nx nz mx lz + lxmz nxmz +mx nz nx lz + lx nz
⎤
⎦
VYkzW
94 NIwcCc R8 7CIna3 CN 7a,jna30 +@IGĞ
N0.⎧⎨
⎩
lx = cCN(d) ,Rc(a) mx = − cCN(d) cCN(a) nx = ,Rc(d)
ly = cCN(a) my = ,Rc(a) ny = 0
lz = − ,Rc(d)cos(a) mz = ,Rc(d) cCN(a) nz = cCN(d)
⎫⎬
⎭ VYkSW
 cCN<I3 8a,jna3 CN  k A/ cU,3 Cc 03~N30 $w j@3 0CU d N0 cjaCG3 a N<I3c c
8RIIRsc-
bjaCG3 N<I3 Cc j@3 N<I3 $3js33N jan3 NRaj@ N0 j@3 ICN3 8RaL30 $w CNj3ac3,jCRN
R8 j@3 8a,jna3 UIN3 N0  @RaCyRNjI UIN3Y ian3 NRaj@ Cc 03~N30 $w j@3 yCLnj@
cwcj3LY BN j@3 yCLnj@ cwcj3L jan3 NRaj@ @c N yCLnj@ zï N0 3cj @c yCLnj@
R8 OzïY BN j@Cc sRaG s3 03~N30 yCLnj@ R8 OzïY
/CU N<I3 Cc N<I3 R8 j@3 CN,ICN30 8a,jna3 $3IRs j@3 @RaCyRNjI UIN3Y i@3 0CU
Cc Iswc L3cna30 U3aU3N0C,nIa jR j@3 cjaCG3 ICN3Y
Appendix B
UU3N0Cu #
+RnUI30 7InC0 7IRs N0
2IcjRAUIcjC, /L<3 NIwcCc
8Ra 7a,jna30 TRaRnc +@IG sCj@
BN0n,30 rRaL@RI3
#w MyNCN D@NC. #EǹaN ?n<3N N0 ;3Ca #3a<3d accepted for publication in 
International Journal of Rock Mechanics and Mining Sciences, DOI: 10.1016/
j.ijrmms.2015.09.011
$cja,j
,C0 CNE3,jCRN CN  ,a$RNj3 RCI a3c3aqRCa ,N CN,a3c3 RCI a3,Rq3aw $w 3j,@CN< 
Uaj R8 j@3 8a,jna30 URaRnc a3c3aqRCa N0 <3N3ajCN< ,RN0n,jCq3 ,@NN3Ic VȒsRaLA
@RI3cȓW. s@C,@ ,a3j3c N 3cC3a Uj@ 8Ra RCI UaR0n,jCRNY ?Rs3q3a. Cj Cc ,an,CI jR
Ua30C,j j@3 sRaL@RI3 N0 a3c3aqRCa cja3N<j@ N0 j@3Ca 8CIna3 8Ra  cn,,3cc8nI ,C0
ja3jL3NjY 7Ra j@Cc UnaURc3.  ,RNjCNnnLA$c30 ,RLUnjjCRNI L3j@R0 Cc 03q3IA
RU30Y i@3 LR03I CN,In03c Rs CN j@3 URaRnc ,@IG a3c3aqRCa. Rs CN j@3 sRaL@RI3
N0 a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 ,@IG N0 8a,jna3c. s@C,@ a3 LR0A
3I30 sCj@ N 3\nCqI3Nj 3IcjRAUIcjC, 0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LR03IY i@3 ,RnUICN<
$3js33N j@3 a3c3aqRCa Rs N0 j@3 8a,jna30 ,@IG 038RaLjCRN Cc 0RN3 $w 3uUIC,Cj
,RnUICN< L3j@R0Y i@3 a3cnIjc 8RnN0 j@j j@3 aCcG R8 j@3 sRaL@RI3ȕc sIIc 8CIna3 Cc
@C<@3a C8 j@3 NjnaI 8a,jna3c a3 RaC3Nj30 IRN< j@3 sRaL@RI3d @Rs3q3a. NjnaI
8a,jna3c sCj@ Ia<3a 0CU N<I3c N0 @C<@3a CN,ICNjCRNc CN a3cU3,j jR j@3 sRaL@RI3
CN,a3c3 j@3 aCcG R8 j@3 aR,G 8CIna3Y `3cnIjc c@Rsc j@j CN,a3c30 nC0 UaR0n,jCRN
8aRL j@3 sRaL@RI3. s@C,@ ,N $3 j@3 a3cnIj R8 j@3 8naj@3a ,C0 ja3jL3Njc. 03q3IA
RUCN< Caa3q3acC$I3 $3@qCRac R8 j@3 aR,G N0 a30n,3c j@3 NjnaI 8a,jna3 cU3aCjw
9O
fz +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
j j@3 sRaL@RI3ȕc jCU. CN 00CjCRN jR CN,a3cCN< j@3 sRaL@RI3ȕc sII 038RaLjCRN.
3q3NjnIIw I30CN< jR j@3 sRaL@RI3ȕc R,,IncCRNY
#YS BNjaR0n,jCRN
QCI ,RNcnLUjCRN CN j@3 sRaI0 Cc <RCN< jR CN,a3c3 0aLjC,IIw s@CI3 RCI cnUUIw Cc
aUC0Iw 03,ICNCN<Y BN IRsAU3aL3$CICjw N0 IRsAURaRcCjw a3c3aqRCac. RCI Cc 0C|,nIj
jR 3uja,j $w UaCLaw a3,Rq3awY BN j@Cc ,c3. s3II cjCLnIjCRN j3,@NC\n3c cn,@ c
LjaCu ,C0CyCN< a3 nc30 jR CN,a3c3 aR,G U3aL3$CICjwY BN LjaCu ,C0CyCN<. ,C0
Cc CNE3,j30 CNjR j@3 N3aAs3II$Ra3 yRN3 N0 a3,jc sCj@ j@3 aR,G a3c3aqRCa CN,In0CN<
NjnaI 8a,jna3c. 0CccRIqCN< URajCRNc R8 j@3 aR,G N0 RU3NCN< nU 3uCcjCN< URa3c N0
8a,jna3c )Se. S4*. I30CN< jR N 3cC3a RCI Rs $w CN,a3cCN< j@3 aR,G U3aL3$CICjw
N0 URaRcCjw- j@Cc IIRsc LRa3 nC0 0aCNCN< jR j@3 s3IIA$Ra3 N0 3N@N,3c RCI
UaR0n,jCRNY M3aAs3II$Ra3 cjCLnIjCRN $w ,C0 Cc $3,RLCN< CN,a3cCN<Iw CLURajNj
jR LG3 0aCIICN< L3j@R0c LRa3 3,RNRLC,Id @Rs3q3a. LNw ,C0CyCN< ja3jL3Njc
0R NRj UaR0n,3 j@3 3uU3,j30 CN,a3c3 CN a3c3aqRCa UaR0n,jCqCjwY
b3q3aI cjn0C3c )lz. el. l:. 9e* @q3 00a3cc30  0CccRInjCRN UaR,3cc. I30CN<
jR j@3 8RaLjCRN R8 IRN<. ,RN0n,jCN< N0 $aN,@CN< ,@NN3Ic $3js33N j@3 a3c3aqRCa
N0 j@3 s3II. j@j ,N CLUaRq3 j@3 URaRcCjw N0 U3aL3$CICjw R8 ,a$RNj3 a3c3aA
qRCac N0 ,RNc3\n3NjIw j@3Ca UaR0n,jCqCjwd j@3c3 ,@NN3Ic <R j@aRn<@ j@3 aR,G ICG3
 sRaL. @3N,3 j@3 NL3 sRaL@RI3 )lz*Y /C{3a3Nj UaL3j3ac cn,@ c j@3 ,C0
CNE3,jCRN aj3. nC0 q3IR,Cjw. cna8,3 a3,jCRN aj3 N0 @3j3aR<3N3Cjw R8 j@3 URaRnc
L30CnL CNn3N,3 sRaL@RI3 8RaLjCRN. N0 c  a3cnIj j@3 a3c3aqRCa UaR0n,jCqCjw
)S9. kS. :. kk. :4. 94*Y bn,@ N CN,a3c3 CN RCI UaR0n,jCRN 0n3 jR ,C0CyCN< @c
j@3 N3<jCq3 3{3,j R8 CN,a3cCN< j@3 aCcG R8 aR,G ,RIIUc3 )k. ke*Y BN 00CjCRN. cja3cc
I3q3Ic aRnN0 j@3 sRaL@RI3 qaw 0naCN< UaR0n,jCRN. s@C,@ ,N ,nc3 sRaL@RI3 R,A
,IncCRN N0 sRaL@RI3 8CIna3. N0 CNn3N,3 j@3 a3cnIjCN< ,@C3q3L3Nj R8 j@3 ,C0
ja3jL3NjY i@3a38Ra3. 8Ra cn,,3cc8nI ,C0CyCN<. Cj Cc ,an,CI jR Ua30C,j j@3 a3c3aqRCa
N0 sRaL@RI3 cja3N<j@ nN03a IR0CN< N0 0naCN< Rs UaR0n,jCRNY
7Ra j@Cc UnaURc3. s3 nc30  LnIjCAU@wcC,c ,RLUnjjCRNI LR03I jR Ua30C,j j@3
,RnUI30 U@3NRL3N j@j R,,na CN j@3 N3a s3IIA$Ra3 yRN3 R8 j@3 8a,jna30 a3c3aqRCa.
CN,In0CN< CN0n,30 sRaL@RI3c. 0naCN< Rs UaR0n,jCRNY i@3 c,@3LjC, R8 j@3 N3a
s3IIA$Ra3 yRN3 Cc CIIncjaj30 CN 7C<na3 #YSY +RnUICN< L3j@R0c $3js33N a3c3aqRCa
Rs N0 j@3 aR,G 038RaLjCRN ,N $3 8RnN0 CN j@3 ICj3ajna3 )ek. 99. kl. :O. 9z. eS*Y
BN j@Cc ,RLUnjjCRNI LR03I j@3 Rs q3IR,Cjw CNcC03 j@3 8a,jna30 URaRnc a3c3aA
qRCa Cc 03~N30 $w /a,wȕc LR03I. CN,In0CN< NCcRjaRUC, U3aL3$CICjw )9k. :9. fO*Y
iR Ua30C,j j@3 a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna30 ,@IG N0
sRaL@RI3. NjnaI 8a,jna3c a3 CNjaR0n,30 c 8a,jna30 UIN3c CN j@3 aR,G Lj3A
aCI. N0  ,RNjCNnnL LR03I )9l. 9S. :z. l. ff. fe. 9f. Sz. ll. Sk* VN 3\nCqI3Nj
,RNcjCjnjCq3 LR03I ,RnUICN< a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 ,@IG sCj@
#YlY K3j@R0c fS
7C<na3 #YS- b,@3LjC, R8 j@3 LR03I30 N3a s3IIA$Ra3 yRN3. CN,In0CN< CN0n,30
sRaL@RI3c N0 NjnaI 8a,jna3c
j@3 a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3 UIN3W Cc UUIC30 jR j@3
,RLUnjjCRNI LR03IY
Baa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG Cc LR03I30 $w 3IcjRAUIcjC, j@3Raw )fz.
9O. l4* N0 Caa3q3acC$I3 Ra NRNICN3a 038RaLjCRN R8 j@3 NjnaI 8a,jna3c Cc 03A
c,aC$30 $w NCcRjaRUC, 0L<3 j@3Raw Ra 8a,jna3 cIC0CN<Y i@3 ,RnUICN< $3js33N
3IcjRAUIcjC, $3@qCRa R8 j@3 ,@IG N0 j@3 NRNICN3a R8 j@3 8a,jna3 Cc CLUI3L3Nj30
sCj@ 3IcjRAUIcjC,A0L<3 j@3Raw )kf. k9. k:*Y
 Ua3A3uCcjCN< sRaL@RI3 Cc CNjaR0n,30 CNjR j@3 LR03I c  ,@NN3I sCj@ nC0
RsY i@3 CNj3a,jCRN $3js33N j@3 a3c3aqRCa nC0 Rs N0 j@3 8a,jna30 ,@IG 038RaA
LjCRN Cc 0RN3 $w 3uUIC,Cj ,RnUICN< L3j@R0 ):O*Y i@3 ,RLUnjjCRNI L3j@R0 R8 j@3
nC0 Cc $c30 RN j@3 ~NCj3AqRInL3 L3j@R0. qCI$I3 CN j@3 CNA@Rnc3 ,RLUnjjCRNI
nC0 0wNLC,c V+7/W cR8jsa3 Ȓ#aCIICNjȓ. s@3a3c j@3 NRNAICN3a ~NCj3A3I3L3Nj
V72W L3j@R0 Cc nc30 jR 3qInj3 j@3 038RaLjCRN N0 cja3N<j@ R8 j@3 8a,jna30 ,@IG.
N0 Cc CLUI3L3Nj30 CNjR j@3 Ȓ#aCIICNjȓ cR8jsa3 )9*Y
#Yl K3j@R0c
i@Cc cjn0w LR03Ic  Uaj R8 j@3 N3a s3IIA$Ra3 a3 R8 j@3 ,@IG a3c3aqRCa. CN,In0CN<
RN3 CN0n,30 sRaL@RI3 N0 NjnaI 8a,jna3cY i@3 LR03I 8Ra cCLnIjCRN cjn0w Cc
Ua3c3Nj30 CN 7C<na3 #YlY
BN j@3 LR03I. j@3 ,@IG a3c3aqRCa Cc  URaRnc L30CnL CN,In03c NjnaI 8a,jna3c.
s@C,@ a3 03~N30 $w j@3Ca RaC3NjjCRN CN j3aLc R8 yCLnj@ N0 0CU N<I3c )lk*Y i@3
fl +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
7C<na3 #Yl- B03ICy30 a3Ua3c3NjjCRN R8 j@3 N3a s3IIA$Ra3 yRN3 CN,In0CN< sRaLA
@RI3 N0 jsR 8a,jna3 UIN3c- j@3 8a,jna3c N0 j@3 CNj,j ,@IG a3 LR03I30 c N
3\nCqI3Nj ,RNjCNnnL LR03I. s@CI3 j@3 sRaL@RI3 Cc c3Uaj3Iw 03~N30 c  Rs
,@NN3IY
7C<na3 #Yk- `3Ua3c3NjjCRN R8 RN3 8a,jna3 UIN3 RaC3Nj30 sCj@ N yCLnj@ R8 zï
N0  0CU N<I3 R8 θY
8a,jna3 UIN3 sCj@  0CU N<I3 R8 θ N0 yCLnj@ R8 zï Cc Ua3c3Nj30 CN 7C<na3 #YkY
i@3 8a,jna3 UIN3 sCj@ 0CU N0 yCLnj@ N<I3c R8 zï Cc 03~N30 c  @RaCyRNjI
UIN3Y i@3 $IR,G ,RRa0CNj3 u3c a3X . Y N0 Z. s@3a3 Z Cc j@3 q3ajC,I 0Ca3,jCRN
N0 X N0 Y u3c a3 RN j@3 @RaCyRNjI UIN3Y
i@3 ,RLUnjjCRNI LR03I nc30 CN j@Cc cjn0w Cc 0CqC030 CNjR j@a33 Uajc-
Ë i@3 nC0 Rs CN j@3 8a,jna30 URaRnc L30CnL N0 j@3 sRaL@RI3d
Ë i@3 <3RL3,@NC,I LR03I. CN,In0CN< $Rj@ a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 $3@qA
CRac R8 ,@IG. 8a,jna3c N0 sRaL@RI3ȕc sIIcd
Ë i@3 ,RnUICN< $3js33N j@3 Rs N0 <3RL3,@NC,c LR03IcY
#YlY K3j@R0c fk
#YlYS 7IRs CN j@3 7a,jna30 TRaRnc `R,G
i@3 Rs CN j@3 8a,jna30 a3c3aqRCa Cc LR03I30 RN /a,w c,I3 N0 Cc 8RaLnIj30
j@aRn<@ j@3 ,RNjCNnnL UUaR,@Y i@3 /a,w q3IR,Cjw q3,jRa Cc a3Ua3c3Nj30 $w
/a,wȕc IsY #w N3<I3,jCN< j@3 <aqCjw 3{3,j j@3 /a,w q3IR,Cjw q3,jRa $3,RL3c-
q = −E
μ
∇P V#YSW
s@3a3 ∇P Cc j@3 Ua3ccna3 <a0C3Nj q3,jRa. μ Cc j@3 nC0 qCc,RcCjw N0 E Cc j@3
U3aL3$CICjw R8 j@3 L30CnL N0 a3Ua3c3Njc j@3 0Ca3,jCRNI a3cCcjN,3 R8 j@3 URaRnc
L30CnL jR j@3 Rs )lk*Y i@3 U3aL3$CICjw E ,N $3 saCjj3N c  UaR0n,j R8 jsR
,RLURN3Njc )fO*. j@3 U3aL3$CICjw c,Ia N0 j@3 nNCj U3aL3$CICjw j3NcRa-
E = |k|[F] V#YlW
i@3 U3aL3$CICjw c,Ia |k| ,N $3 03~N30 8aRL j@3 j@3Raw R8 ILCNa Rs j@aRn<@
jsR UaII3I UIj3c c3Uaj30 $w  NaaRs cU,3-
|k| = w
2
f
12
V#YkW
s@3a3 wf Cc j@3 0CcjN,3 $3js33N j@3 jsR UaII3I UIj3c. Ra j@3 8a,jna3 U3ajna3Y
i@3 nNCj U3aL3$CICjw j3NcRa [F] Cc 03~N30 CN ,RLU,j 8RaL c-
[F] = δij − ni nj V#Y:W
s@3a3 δij Cc j@3 FaRN3,G3a 03Ijd ni N0 nj a3 ,RLURN3Njc R8 j@3 NRaLI q3,jRa jR
j@3 8a,jna3 UIN3. nˆY 7Ra LRa3 03jCIc c33 ;nUj 3j IY )le*Y
i@3 nC0 q3IR,Cjw q3,jRaU Cc a3Ij30 jR j@3 /a,w q3IR,Cjw q $w j@3 ,@IG URaRcA
Cjw (ϕ)-
U =
q
ϕ
V#Y9W
BN j@3 /a,w 3\njCRN. j@3a3 a3 jsR nNGNRsN UaL3j3ac- j@3 q3IR,Cjw N0 j@3
Ua3ccna3 <a0C3Nj q3,jRacY i@3 q3IR,Cjw q3,jRa ,N $3 03~N30 $w ncCN< j@3 Lcc
,RNjCNnCjw 3\njCRN. s@C,@ Cc $c30 RN j@3 UaCN,CUI3 R8 ,RNc3aqjCRN R8 Lcc )lk*Y
#YlYl ;3RL3,@NC,c
i@3 <3RL3,@NC,I LR03I Ua30C,jc j@3 cja3N<j@ N0 8CIna3 R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY
BN j@Cc LR03I. j@3 NjnaI 8a,jna3c N0 j@3 CNj,j ,@IG a3 ,RNcC03a30 c  cCN<I3
L30CnL sCj@ N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03I. s@C,@ CN,In03c $Rj@ a3q3acC$I3 N0
Caa3q3acC$I3 $3@qCRa R8 j@3 CNj,j ,@IG N0 NjnaI 8a,jna3cY i@3 Caa3q3acC$I3 03A
8RaLjCRN R8 j@3 CNj,j ,@IG Cc ,nc30 $w c@3a 8CIna3 N0 URa3 ,RIIUc3. N0 Cc
f: +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
LR03I30 $w j@3 j@3Raw R8 NRNICN3a UIcjC,Cjwd j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 NjA
naI 8a,jna3c Cc LR03I30 $w j@3 c@3aA0RLCNNj 0L<3 j@3Raw. N0 Cc ,nc30 $w
8a,jna3 cIC0CN< N0 8a,jna3 cU3aCjw 03<a0jCRNY
BN j@Cc LR03I. j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03Ic R8 CNj,j ,@IG N0 NjnaI 8a,jna3c a3
,RNcC03a30 c3Uaj3Iw. N0  ,RnUICN< L3j@R0 Cc UUIC30 jR ,RNcjan,j j@3 3\nCqI3Nj
,RNcjCjnjCq3 LR03IY i@3 ,RnUICN< Cc $c30 RN j@3 3IcjRAUIcjC,A0L<3 LR03I $w
B$a@CL$3<RqCÍ )kf*Y
i@3 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 KR03I R8 j@3 7a,jna30 +@IG
BN j@Cc c3,jCRN j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3 CNj,j ,@IG. NjnaI 8a,jna3c N0 j@3Ca
,RnUICN< a3 03c,aC$30Y
+RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3 CNj,j ,@IG i@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN
8Ra j@3 CNj,j ,@IG Cc-
Δσ = .epΔε V#YfW
s@3a3 Δσ Cc j@3 CN,a3L3NjI cja3cc q3,jRa N0 Δε Cc j@3 jRjI CN,a3L3NjI cjaCN.
s@C,@ Cc 0CqC030 CNjR 3IcjC, Va3q3acC$I3W N0 UIcjC, VCaa3q3acC$I3W Uajc-
Δε = Δεe +Δεp V#YeW
.ep Cc j@3 3IcjRAUIcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu R8 j@3 ,@IGd 8Ra N 3IcjC, ,@IG. .ep Cc
3\nI jR j@3 3IcjC, ,RNcjCjnjCq3 LjaCu..I . s@C,@ Cc  8nN,jCRN R8 vRnN<ȕc KR0nInc
E N0 TRCccRNȕc ajCR νY
.ep Cc 03~N30 8aRL j@3 ,IccC,I j@3Raw R8 UIcjC,Cjw ):e*Y i@3 wC3I0 N0 URj3NA
jCI 8nN,jCRNc R8 j@3 ,@IG a3 $c30 RN j@3 BbK;2Q ,@IG LR03I Ua3c3Nj30 $w
TICc,@G3 )fz*Y i@3 ,@IG LR03I CN,In03c jsR CN03U3N03Nj wC3I0 L3,@NCcLc- c@3a
8CIna3 N0 URa3 ,RIIUc3. s@3a3 c@3a 8CIna3 @c UaCRaCjw Rq3a URa3 ,RIIUc3Y i@3
c@3a 8CIna3 wC3I0 N0 URj3NjCI cna8,3 a3 03~N30 $w j@3 KR@aA+RIRnL$ 8nN,jCRN
CN cja3ccACNqaCNj cU,3 N0 c  8nN,jCRN R8 ,@IG UaRU3ajC3c. cn,@ c ,R@3cCRN c
N0 8aC,jCRN N<I3 ΦY 7Ra j@3 URj3NjCI cna8,3. j@3 8aC,jCRN N<I3 Φ Cc a3UI,30 $w
j@3 0CIjN,w N<I3 ΨY +@IG UaRU3ajC3c cn,@ c ,R@3cCRN N0 8aC,jCRN qaw 0naCN<
IR0CN<. s@C,@ @a03N Ra cR8j3N j@3 KR@aA+RIRnL$ wC3I0 8nN,jCRNY ?a03NCN< R8
j@3 wC3I0 cna8,3 Cc UUIC30 jR j@3 LR03I $w CN,a3cCN< j@3 8aC,jCRN N<I3 jR j@3 U3G
qIn3Y 8j3a j@j. j@3 Lj3aCI 3uU3aC3N,3c UaRNRnN,30 cR8j3NCN< $w 03,a3cCN< j@3
,R@3cCRN N0 8aC,jCRN N<I3c jR j@3 a3cC0nI qIn3cY 7Ra j@3 0CIjN,w N<I3 Ψ. j@3
@a03NCN< N0 cR8j3NCN< a3 j@3 cL3 c 8Ra j@3 8aC,jCRN N<I3 ΦY i@3 wC3I0 cna8,3
8Ra URa3 ,RIIUc3 Cc 03~N30 $w N 3IICUc3 CN cja3ccACNqaCNj cU,3. ccnLCN< N cA
cR,Cj30 UIcjC, RsY i@3 UaL3j3ac nc30 CN j@3 ,RNcjCjnjCq3 R8 j@3 ,@IG a3 ICcj30
CN i$I3 #YlY
#YlY K3j@R0c f9
+RNcjCjnjCq3LR03I R8 j@3 8a,jna3 UIN3 i@3 8a,jna3 Cc LR03I30 c  lA/ UIN3
sCj@  IR,I ,RRa0CNj3c x. y N0 zY i@3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRN R8 j@3 cCN<I3 8a,jna3
Cc-
Δε′
d
= 6edΔσ′ V#Y4W
s@3a3Δσ′ Cc j@3 CN,a3L3NjI cja3cc R8 j@3 8a,jna3 CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3c.Δε′d Cc
j@3 CN,a3L3NjI cjaCN R8 j@3 8a,jna3 VNIR<RncIw jR UIcjC,Cjw j@3Raw. Cj Cc  cnL
R8 a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 cjaCNcW. N0 6ed Cc j@3 NRNICN3a ,RLUICN,3 LjaCu
R8 j@3 cCN<I3 8a,jna3 UIN3 j Cjc IR,I ,RRa0CNj3Y 7Ra ICN3a 038RaLjCRN. 6ed Cc
a3UI,30 $w j@3 ICN3a ,RLUICN,3 LjaCu FJ R8 j@3 8a,jna3 UIN3. s@C,@ jG3c j@3
8RaL-
6J =
⎡
⎣k−1n 0 00 k−1s 0
0 0 k−1t
⎤
⎦ V#YOW
s@3a3 kn Cc j@3 cjC{N3cc NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3. N0 ks N0 kt a3 j@3 c@3a
cjC{N3cc R8 j@3 8a,jna3 UIN3 CN jsR Raj@R<RNI 0Ca3,jCRNc CN j@3 IR,I ,RRa0CNj3c
R8 j@3 8a,jna3 UIN3 )9l*Y i@3 UaL3j3ac nc30 CN j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3
8a,jna3 UIN3 a3 ICcj30 CN i$I3 #YlY
i@3 NRNICN3a ,RNcjCjnjCq3 LR03I R8 j@3 8a,jna3 Cc LR03I30 $w ccnLCN< j@j
Cjc Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN Cc 0n3 jR j@3 8aC,jCRNI cIC0CN< N0 a3Ua3c3Nj30 $w Caa3A
q3acC$I3 0L<3 j@3Raw )kf. k9* CN  sw cCLCIa jR UIcjC,Cjw 03q3IRUL3Nj CN ,@IG
Lj3aCI $w a3UI,CN< j@3 wC3I0 8nN,jCRN sCj@ j@3 cICU 8nN,jCRNY DCN< 3j IY ):z* UaRA
URc30 cICU N0 URj3NjCI 8nN,jCRNc 8Ra  cCN<I3 8a,jna3 c 8RIIRsc-
F d =
[(
σ′xy
μx
)2
+
(
σ′xz
μz
)2] 12
+ σ′xx − cf V#YSzW
Qd =
[(
σ′xy
μx
)2
+
(
σ′xz
μz
)2] 12
+ σ′xx cCN(α) V#YSSW
s@3a3 cf Cc j@3 ,R@3cCRN R8 j@3 8a,jna3 N0 μx N0 μz a3 03~N30 c-
μx = jN(Φr + αx) V#YSlW
μz = jN(Φr + αz) V#YSkW
s@3a3 Φr Cc j@3 8aC,jCRNI N<I3 N0 αx N0 αz a3 j@3 cU3aCjw N<I3c R8 j@3 8a,A
jna30 ,@IG CN j@3 x N0 z 0Ca3,jCRNcY q3a<3 cU3aCjw N<I3. α CN 2\njCRN V#YSSW.
Cc j@3 q3a<3 R8 αx N0 αz )9l*Y
/naCN< j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3. 03<a0jCRN R8 j@3 cU3aCjw
N<I3 Cc R$c3aq30Y i@3 cU3aCjw 03<a0jCRN Cc ccnL30 jR $3  8nN,jCRN R8 j@3
ff +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
Caa3q3acC$I3 URajCRN R8 j@3 8a,jna3 0CcUI,3L3Nj. s@C,@ Cc Ua3c3Nj30 CN 2\njCRN
V#YS:WY
αx = αx0 3uU (−m |εdx,Caa3q3acC$I3|) V#YS:W
αz = αz0 3uU (−m |εdz,Caa3q3acC$I3|) V#YS9W
N0 q3a<3 cU3aCjw N<I3. α. 3uUa3cc30 CN 2\njCRN V#YSfW-
α =
αx + αz
2
V#YSfW
i@3 3\nCqI3Nj ,RnUI30 3IcjRAUIcjC,A0L<3 LR03I i@3 3\nCqI3Nj ,RnUI30
3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3LR03I Cc Ua3c3Nj30 jR 03LRNcjaj3 $Rj@ a3q3acC$I3
N0 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY BN j@3 3\nCqI3Nj ,RnUI30LR03I
j@3 ,@IG N0 j@3 8a,jna30 UIN3 a3 LR03I30 c jsR 3I3L3Njc ,RNN3,j30 CN c3aC3c
)9f. Sz*Y b3aC3c LR03Ic 3Ncna3 j@j 3,@ 3I3L3Nj 3uU3aC3N,3c j@3 cL3 CN,a3L3NjI
IR0. N0 j@j j@3 jRjI cjaCN Cc 3\nI jR j@3 cnL R8 j@3 cjaCN CN 3,@ 3I3L3NjY BN
Ra03a jR CNjaR0n,3 N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03I. $Rj@ 8a,jna3 N0 ,@IG a3 03A
~N30 CN  cL3 ,RRa0CNj3 cwcj3L $w ncCN<  ,RRa0CNj3 jaNc8RaLjCRN )] *Y i@3
cja3cc q3,jRa CN 3,@ 3I3L3Nj R8 j@3 c3aC3c LR03I Cc 3\nI jR j@3 jRjI cja3ccd j@3
ICN3a ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRNc@CU $3js33N cjaCN N0 cja3cc 8Ra j@3 3\nCqI3Nj LR03I
sCj@  cCN<I3 8a,jna3 Cc-
Δεe = (.−1I + h
T 6J h)Δσ V#YSeW
s@3a3 h Cc  jaNc8RaLjCRN LjaCu )] Sz*. s@C,@ jaNc8RaLc j@3 cja3cc q3,jRa R8
3,@ $IR,G CNX . Y N0 Z ,RRa0CNj3 CNjR j@3 cja3cc q3,jRa j j@3 IR,I ,RRa0CNj3c
R8 j@3 8a,jna3 UIN3 x. y N0 zY i@3 3\nCqI3Nj ,RLUICN,3 LjaCu R8 j@3 3IcjC,
8a,jna30 ,@IG. 6t. Cc CNjaR0n,30 CN 2\njCRN V#YS4WY
6t = .−1I + h
T 6J h V#YS4W
i@3 ,RnUI30 3\nCqI3Nj 3IcjRAUIcjC,A0L<3 ,RNcjCjnjCq3 LjaCu. .t. s@C,@ ,RNA
cC03ac $Rj@ a3q3acC$I3 N0 Caa3q3acC$I3 $3@qCRac R8 j@3 8a,jna30 ,@IG Cc Ua3c3Nj30
CN 2\njCRN V#YSOWY
Dt =
[
(.ep)−1 + (.ed)−1
]−1
V#YSOW
i@3 T3aL3$CICjw mU0j3
c Ua3c3Nj30 CN 2\njCRN V#YkW. j@3 U3aL3$CICjw c,Ia Cc  8nN,jCRN R8 j@3 8a,A
jna3 U3ajna3Y i@3 8a,jna3 U3ajna3 qaC3c Rq3a jCL3 $3,nc3 j@3 8a,jna3 sIIc
a3 NRj j N0 UaII3I cLRRj@ cna8,3c. $nj ,RNjCN Caa3<nIaCjC3c ,II30 cU3aCjC3c
#YlY K3j@R0c fe
7C<na3 #Y:- `3Ua3c3NjjCRN R8  NjnaI 8a,jna3 sCj@ UaII3I sIIc sCj@ cU3aCjC3cY
i$I3 #YS- +@IG UaL3j3ac 8Ra nC0 Rs ,I,nIjCRNY
BNCjCI URaRcCjw R8 j@3 L30CnL. ϕβ0 zY:
BNCjCI c,Ia qIn3 8Ra U3aL3$CICjw. |k| k.9× Sz−O Ll
Vc33 7C<na3 #Y:WY cU3aCjC3c a30n,3 j@3 nC0 Rs N0 LG3 Rs q3IR,CjC3c Caa3<nA
Ia )f4*Y /naCN< j@3 c@3aA0RLCNNj 0L<3 R8 j@3 8a,jna3 V8a,jna3 cIC0CN<W. j@3
cU3aCjw N<I3 α 03<a03c N0 U3ajna3 qaC3cY +@N<3 R8 j@3 cU3aCjw N<I3 Cc 
8nN,jCRN R8 NRNICN3a 8a,jna3 038RaLjCRN c 03~N30 CN 3\njCRN V#YSfWY 7a,jna3
U3ajna3 qaCjCRN 0n3 jR j@3 cU3aCjw N<I3 03<a0jCRN ,N $3 03~N30 c-
wf = wf0(1− jN@(α)) V#YlzW
s@3a3 wf0 Cc j@3 8a,jna3 U3ajna3 j j@3 CNCjCI cjj3 N0 wf Cc j@3 8a,jna3 U3ajna3
j j@3 ,naa3Nj cjj3. s@C,@ Cc CN,a3c30 0n3 jR j@3 cU3aCjw N<I3 03<a0jCRNY BN
j@Cc sRaG. s3 @q3 RN3 8a,jna3. N0 j@3 CNCjCI qIn3 8Ra Cjc U3ajna3 Cc ,@Rc3N jR $3
wf0 = z.l9LLY
i@3 TRaRcCjw mU0j3
c L3NjCRN30 3aIC3a. j@3 NRNICN3a 038RaLjCRN R8 j@3 8a,jna3 Cc c@3aA0RLCNNjd
j@3 3{3,j R8 j@3 8a,jna3ȕc qRInL3 ,@N<3 RN j@3 8a,jna3ȕc URaRcCjw Cc N3<I3,j30.
@3N,3  cCN<I3AURaRcCjw UUaR,@ )S* Cc nc30 CN j@3 LR03IY ?Rs3q3a. j@3 NRNICNA
3a LR03I R8 ,@IG ,RNcC03ac j@3 0CIjN,w 3{3,j 0n3 jR c@3a 8CIna3 N0 qRInL3
,@N<3c 0n3 jR URa3 ,RIIUc3Y i@3a38Ra3. j@3 cCN<I3 URaRcCjw Cc nU0j30 jR UaRqC03
 LRa3 a3ICcjC, Ua3ccna3 jR j@3 <3RL3,@NC,I LR03I-
ϕβ = ϕβ0 + εv V#YlSW
s@3a3 ϕβ N0 ϕβ0 a3 j@3 ,naa3Nj N0 j@3 CNCjCI URaRcCjw a3cU3,jCq3Iw. N0 εv Cc j@3
qRInL3jaC, cjaCN V,RLUa3ccCRN cjaCN Cc N3<jCq3WY
f4 +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
i$I3 #Yl- +@IG N0 8a,jna3 UaL3j3ac ccnL30 8Ra 3IcjRAUIcjC, 0L<3 ,RNA
cjCjnjCq3 LR03IY
vRnN<ȕc LR0nInc. E :zzzKT
TRCccRNȕc ajCR. ν zYll
N<I3 R8 8aC,jCRN 8Ra wC3I0 VCNCjCI. U3G. a3cC0nIW. Φ ke.9ï. k4ï. ke.eï
N<I3 R8 8aC,jCRN 8Ra URj3NjCI cna8,3. Ψ SOï
+R@3cCRN VCNCjCI. U3G. a3cC0nIW. c z.4KT. z.4KT. z.eKT
7a,jna3 NRaLI cja3N<j@. kn kzKT/L
7a,jna3 c@3a cja3N<j@. ks. kt S9KT/L. S9KT/L
7a,jna3 ,R@3cCRN. cf z
7a,jna3 cU3aCjw N<I3 VCNCjCIW. αx. αz Szï. Szï
7a,jna3 N<I3 R8 8aC,jCRN. Φr ke.9ï
#YlYk +RnUICN< 7IRs N0 ;3RL3,@NC,I KR03Ic
+@IG Cc  URaRnc L30CnL N0 URa3c a3 ~II30 sCj@ nC0Y TRa3 Ua3ccna3 Cc CN,RaURA
aj30 CNjR j@3 ,RNcjCjnjCq3 3\njCRN cR j@j j@3 jRjI cja3cc Cc cn$0CqC030 CNjR 3{3,jCq3
cja3cc σ3{. s@C,@ ,jc RN j@3 aR,G cjan,jna3. N0 j@3 URa3 Ua3ccna3 p )ez*Y
σ3{ = σ − α#CRj p V#YllW
s@3a3 α#CRj Cc ,II30 #CRjȕc ,R3|,C3Nj )f*. s@C,@ a3Ua3c3Njc j@3 ajCR R8 j@3 qRInL3
Ra sj3a c\n33y30 Rnj R8 j@3 aR,G jR j@3 jRjI qRInL3 ,@N<3 8Ra 038RaLjCRN j
,RNcjNj nC0 Ua3ccna3Y BN j@Cc sRaG j@3 qIn3 R8 α#CRj Cc ,RNcjNj N0 Cc 3\nI
jR RN3Y i@3 3{3,jCq3 cja3cc3c 8aRL 2\njCRN V#YllW a3 nc30 CN j@3 ,RNcjCjnjCq3
a3IjCRNY
i@3 ,RnUICN< $3js33N j@3 Rs LR03I CN j@3 a3c3aqRCa N0 cRIC0 038RaLjCRN
@c $33N 0RN3 $w 3uUIC,Cj Ra RN3Asw ,RnUICN< ):O*d j@3 Rs ~3I0 Cc  8nN,jCRN
R8 URcCjCRN. URaRcCjw N0 U3aL3$CICjw 8aRL j@3 Ua3qCRnc CN,a3L3NjY j 3,@ jCL3
cj3U j@3 Rs ~3I0 ,N $3 cRIq30 CN03U3N03NjIw R8 j@3 cja3cc ~3I0. N0 j@3 Ua3ccna3
<a0C3Njc a3 cRIq30Y i@3 cja3cc cjj3c a3 3qInj30 RN,3 j@3 Rs ~3I0 @c $33N
03j3aLCN30Y i@3 GNRsN Ua3ccna3 <a0C3Njc a3 ,RNq3aj30 CNjR 8Ra,3 N0 nc30 CN j@3
,RNcjCjnjCq3 LR03I jR ,I,nIj3 j@3 cja3cc cjj3cY
#YlY: MnL3aC,I K3j@R0c
BN Ra03a jR cRIq3 j@3 $Rq3 ,RNcjCjnjCq3 a3IjCRNc. j@3 3uUIC,Cj 2nI3a CNj3<ajCRN I<RA
aCj@L Cc UUIC30 jR j@3 NRNICN3a ,RNcjCjnjCq3 3\njCRN R8 j@3 ,@IG N0 j@3 8a,jna3.
j@3N j@3 a3jnaN cja3cc I<RaCj@L. UaRURc30 $w QajCy N0 bCLR )9:*. Cc nc30 jR ,I,nA
Ij3 j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRNc N0 LR0C8w cja3cc3c N0 a3jnaN j@3L jR j@3 wC3I0
N0 cICU cna8,3cY i@3 a3jnaN I<RaCj@L Cc UUIC30 c3Uaj3Iw jR j@3 ,RNcjCjnjCq3
LR03Ic R8 j@3 ,@IG N0 j@3 8a,jna3 UIN3. N0 j@3 Caa3q3acC$I3 038RaLjCRN R8 3,@
#YkY KR03I /3c,aCUjCRN fO
LR03I Cc ,I,nIj30 CN jsR c3Uaj3 ,RLUnjjCRNc. CN03U3N03NjIw R8 3,@ Rj@3aY j
j@3 3N0 R8 3,@ ,RLUnjjCRN. cja3cc3c UaRqC030 $w j@3 jsR LR03Ic sCII $3 3N8Ra,30
jR $3 3\nI sCj@ N 00CjCRNI Cj3ajCq3 IRRUY i@3 ,RLUnjjCRNI UaR,30na3 Cc 3uA
UICN30 $w B$a@CL$3<RqCÍ )kf*Y
#Yk KR03I /3c,aCUjCRN
i@3 $Rq3 LR03I Cc UUIC30 jR j@3 c3,jCRN R8 j@3 N3a s3IIA$Ra3 a3 j@j sc CIIncA
jaj30 CN 7C<na3 #YlY i@3 <3RL3jaw N0 $RnN0aw ,RN0CjCRNc 8Ra j@3 ,RLUnjjCRNI
,I,nIjCRNc a3 3uUICN30 CN j@3 8RIIRsCN<Y
#YkYS ;3RL3jaw
7C<na3 #Y9 03LRNcjaj3c j@3 <3RL3jaw N0 L3c@3c 8Ra ~NCj3A3I3L3Nj N0 ~NCj3A
qRInL3 ,I,nIjCRNcY i@Cc ,RLUnjjCRNI LR03I CN,In03c \n0aCIj3aI L3c@CN<
sCj@ ,RNcjNj cCy3. s@C,@ a3 j@3 cL3 8Ra ~NCj3A3I3L3Nj N0 ~NCj3AqRInL3 ,IA
,nIjCRNcY i@3 <3RL3jaw R8 j@3 LR03I Cc  kA/ ,n$RC0 3uj3N0CN< 9z ,L CN j@3 X
N0 Z 0Ca3,jCRNc. N0 Sz ,L CN j@3 Y 0Ca3,jCRNY i@3 Z uCc Cc RaC3Nj30 q3ajC,IIwY
i@3 sRaL@RI3 Cc CN0n,30 CNXZ UIN3Y i@3 sRaL@RI3 I3N<j@ Cc l9 ,L N0 Cjc sC0j@
j j@3 RnjI3j Cc l ,LY i@3 NjnaI 8a,jna3c a3 03c,aC$30 $w j@3Ca 0CU N0 yCLnj@
N<I3cY i@3 ,c3 cjn0w CN,In03c jsR NjnaI 8a,jna3c sCj@ 0CU N<I3c R8 θ N0 −θY
BN j@Cc cjn0w. 8a,jna3c @q3 yCLnj@ N<I3 zï. N0 0CU N<I3c zï. 9ï. Szï N0 lzïY
#YkYl BNCjCI N0 #RnN0aw +RN0CjCRNc
i@3LR03I Cc nN03a nNCAuCI ,RLUa3ccCRN IR0CN<. s@C,@ a3Ua3c3Njc j@3 Rq3a$na03N
Ua3ccna3. UUIC30 RN j@3 nUU3a cna8,3 N0 CN,a3cCN< 8aRL S.9KT jR S.fKT CN
9 c3,RN0cY i@3 ,@Rc3N jCL3 cj3U Cc zYzzl c3,RN0cY i@3 ,@RC,3 R8 j@3 jCL3 cj3U 0R3c
NRj @q3 Nw 3{3,jc RN j@3 <3RL3,@NC,c cCLnIjCRN a3cnIjcd @Rs3q3a.  Ia<3a jCL3
cj3U CLUCac j@3 cj$CICjw R8 j@3 Rs cCLnIjCRNY i@3 $,GAUa3ccna3 j j@3 RnjI3j
R8 j@3 sRaL@RI3 Cc ccC<N30 c  $RnN0aw ,RN0CjCRN. N0 j@3 UaR0n,jCRN aj3 Cc
CN,a3c30 $w a30n,CN< j@3 $,GAUa3ccna3 8aRL S.9KT jR S.:4KT 0naCN< j@3 9
c3,RN0c R8 j@3 IR0CN<Y i@3 CNCjCI nC0 Ua3ccna3 R8 j@3 a3c3aqRCa Cc S.9KTY
#Y: +RLUnjjCRNI `3cnIjc
BN j@Cc c3,jCRN. j@3 a3cnIjc R8 j@3 ~NCj3A3I3L3Nj N0 ~NCj3AqRInL3 ,I,nIjCRNc 8Ra
j@3 $Rq3 LR03I a3 Ua3c3Nj30Y i@3 a3cnIjc c@Rs j@3 sRaL@RI3ȕc sII N0 a3c3aqRCa
038RaLjCRN N0 j@3Ca cja3N<j@ 0naCN< j@3 IR0CN< N0 nC0 UaR0n,jCRNY i@3 3{3,j
R8 NjnaI 8a,jna3c RaC3NjjCRNc RN j@3 cja3cc 0CcjaC$njCRN CN j@3LR03I a3 03c,aC$30Y
ez +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
Out
Flow
Overburden pressure
7C<na3 #Y9- i@3 L3c@ nc30 CN ~NCj3A3I3L3Nj N0 ~NCj3AqRInL3 ,I,nIjCRNc- j@3
LR03I R8 j@3 8a,jna30 ,@IG CN,In03c  sRaL@RI3 nN03a nNCuCI ,RLUa3ccCq3 IR0A
CN<Y
#Y:YS rRaL@RI3ȕc rII /CcUI,3L3Nj
7C<na3 #Yf c@Rsc j@3 q3ajC,I 0CcUI,3L3Njc 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG N0 sRaL@RI3
j jCL3 SY9 c3,RN0cY 7a,jna3c @q3 N yCLnj@ R8 zï N0 0CU N<I3c a3 ,@Rc3N c
zï. Szï N0 lzïY `3cnIjc CN0C,j3 j@j j@3 ,c3 sCj@ j@3 8a,jna3 sCj@  0CU N<I3
R8 zï VCY3Y RaC3Nj30 @RaCyRNjIIw N0 UaII3I jR j@3 sRaL@RI3ȕc uCI uCcW @c j@3
Ia<3cj q3ajC,I 0CcUI,3L3NjY #w CN,a3cCN< j@3 0CU N<I3. j@3 q3ajC,I 0CcUI,3L3Nj
Cc a30n,30 N0 j@3 aR,G j3N0c jR LRq3 jRsa0 j@3 8a,jna3 0CUUCN< 0Ca3,jCRNY i@3
q3ajC,I 0CcUI,3L3Nj ,nc3c j@3 0RsNsa0 LRq3L3Njc R8 j@3 nUU3a sRaL@RI3ȕc
sII. s@C,@ Cc @C<@3a 8Ra j@3 ,c3 sCj@  IRs3a 0CU N<I3Y rCj@ jCL3. j@3 0RsNsa0
LRq3L3Nj R8 j@3 nUU3a sRaL@RI3ȕc sII I30c jR R,,IncCRN R8 j@3 sRaL@RI3 jCU.
a3cnIjCN< CN a30n,30 UaR0n,jCRNY
#Y:Yl +@IG N0 rRaL@RI3 bja3N<j@
/3qCjRaC, cja3cc3c 8Ra ,c3c sCj@ 0C{3a3Nj 8a,jna3 0CU N<I3c a3 Ua3c3Nj30 CN 7C<A
na3 #YeY
Bj ,N $3 c33N j@j j@3 03qCjRaC, cja3cc3c a3 ,RN,3Njaj30 aRnN0 j@3 sRaLA
@RI3ȕc sIIc CN j@3 ,c3 sCj@  0CU N<I3 R8 zïY i@3 03qCjRaC, cja3cc3c CN,a3c3 sCj@
j@3 0CU N<I3Y /3qCjRaC, cja3cc3c a3 ,RN,3Njaj30 aRnN0 j@3 sRaL@RI3ȕc jCU. NRj
IRN< j@3 sRaL@RI3 Cjc3I8. $nj aj@3a CN,ICN30 jRsa0 j@3 8a,jna3 0CUUCN< 0Ca3,A
jCRN. s@C,@ CN0C,j3c j@j j@3 8a,jna3 sCj@ @C<@3a 0CU N<I3 @c  0RLCNNj 3{3,j
#Y:Y +RLUnjjCRNI `3cnIjc eS
VW /CU N<I3 zï V$W /CU N<I3 Szï V,W /CU N<I3 lzï
7C<na3 #Yf- /CcUI,3L3Nj VCN LLW 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@ qaCRnc 0CU N<I3c
8j3a SY9 c3,RN0c R8 IR0CN<Y i@3 ,@IG sCj@ j@3 8a,jna3 sCj@  0CU N<I3 R8 zï @c
j@3 @C<@3cj q3ajC,I 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 sRaL@RI3ȕc sIIc. s@C,@ I30c jR N 3aIC3a
R,,IncCRN R8 sRaL@RI3 0naCN< UaR0n,jCRNY
RN s3G3NCN< j@3 aR,G CNcj30 R8 j@3 @RaCyRNjI sRaL@RI3. N0 j@j j@3 8a,jna3
RaC3Nj30 IRN< j@3 sRaL@RI3 ,RNjaC$nj3c jR j@3 sRaL@RI3ȕc sIIc 8CIna3Y
7C<na3 #Y4 c@Rsc j@3 ,,nLnIj30 3\nCqI3Nj UIcjC, cjaCNc 8Ra ,c3c sCj@ 8a,A
jna3 RaC3NjjCRN sCj@ 0CU N<I3 R8 zï. Szï N0 lzï j jCL3 :Yf c3,RN0cY i@3 UIcjC,
038RaLjCRN R,,nac 3aIC3a CN j@3 cLUI3 sCj@  0CU N<I3 R8 zï V8j3a k c3,RN0cW
j@N sCj@  0CU N<I3 R8 lzï V8j3a :Y9 c3,RN0cWY TIcjC, 038RaLjCRN Cc ,RN,3Njaj30
aRnN0 j@3 sRaL@RI3 sII j Cjc RnjI3j 8Ra j@3 ,c3 CN,In0CN< j@3 @RaCyRNjI 8a,jna3Y
7C<na3 #YO 03UC,jc j@3 qaCjCRN R8 j@3 cU3aCjw N<I3 j j@3 sRaL@RI3 jCU q3acnc
jCL3Y i@3 cU3aCjw 03<a03c 0naCN< IR0CN< 0n3 jR 8a,jna3 cIC0CN< N0 03,a3c3c jR
j@3 a3cC0nI qIn3Y i@3 UIRj CN0C,j3c j@j cU3aCjw 03<a0jCRN R,,nac 8cj3a CN j@3
,c3 sCj@  8a,jna3 sCj@  0CU N<I3 R8 Szï j@N CN j@3 ,c3 sCj@ y3aR 0CU N<I3Y
#Y:Yk `3c3aqRCa /3UI3jCRN N0 rRaL@RI3 bja3N<j@
i@Cc c3,jCRN 0Cc,ncc3c j@3 3{3,j R8 j@3 a3c3aqRCa 03UI3jCRN RN j@3sRaL@RI3ȕc cja3N<j@
CN  ,@IG sCj@  8a,jna3 UIN3 RaC3Nj30 sCj@ 0CU N<I3 R8 9ï N0 yCLnj@ N<I3 R8
zïY
`3c3aqRCa 03UI3jCRN Cc LR03I30 $w c3jjCN< j@3 $,GAUa3ccna3 j j@3 sRaL@RI3
RnjI3j $RnN0aw ,RN0CjCRNY i@3 Ua3ccna3 0C{3a3N,3 $3js33N j@3 sRaL@RI3 RnjI3j
N0 j@3 a3c3aqRCa 0aCq3c nC0 Rs Rnj 8aRL j@3 sRaL@RI3Y i@3 CNCjCI Ua3ccna3 CN
j@3 ,@IG a3c3aqRCa Cc S.9KTY isR ,c3c sCj@ a3 ,RNcC03a30. CN s@C,@ j@3 $,GA
Ua3ccna3 03,ICN3c Rq3a SY9 c3,RN0c sCj@ kz GT N0 f GT a3cU3,jCq3IwY
i@3 a3cnIjc 8Ra 03qCjRaC, cja3cc3c j cCLnIjCRN jCL3 R8 SY9 c3,RN0c 8Ra jsR
,c3c a3 c@RsN CN 7C<na3 #YSzY 7cj3a Ua3ccna3 0aRU CN j@3 URaRnc ,@IG. s@C,@
CN0C,j3c 8cj3a a3c3aqRCa 03UI3jCRN. I30c jR @C<@3a Ua3ccna3 <a0C3Njc N0 @3N,3
el +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
VW /CU N<I3 zï V$W /CU N<I3 Szï V,W /CU N<I3 lzï
7C<na3 #Ye- /3qCjRaC, cja3cc3c VKTW 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG sCj@ qaCRnc 0CU
N<I3c 8j3a SY9 c3,RN0c R8 IR0CN<- cja3cc ,RN,3Njaj3c IRN< j@3 8a,jna3 0CUUCN<
0Ca3,jCRNY
VW /CU N<I3 zï V$W /CU N<I3 Szï
0.003
0.0027
0.0024
0.0021
0.0018
0.0015
0.0012
0.0009
0.0006
0.0003
0
V,W /CU N<I3 lzï
7C<na3 #Y4- 2\nCqI3Nj UIcjC, cjaCN V×103W 8Ra j@3 8a,jna30 ,@IG- i@3 ,,nLnA
Ij30 UIcjC, 038RaLjCRN Cc @C<@3a CN j@3 cLUI3 sCj@  IRs3a 0CU N<I3Y
7C<na3 #YO- cU3aCjw qaCjCRN q3acnc jCL3 j j@3 sRaL@RI3 jCU- /3<a0jCRN Cc
8cj3a 8Ra j@3 ,c3 sCj@  Ia<3a 0CU N<I3Y
#Y9Y +RN,IncCRN ek
VW bIRs a3c3aqRCa 03UI3jCRN- f GT
Ua3ccna3 0aRU j j@3 $RnN0aw RnjI3j
CN SY9 c3,RN0cY
V$W 7cj a3c3aqRCa 03UI3jCRN- fz GT
Ua3ccna3 0aRU j j@3 $RnN0aw RnjI3j
CN SY9 c3,RN0cY
7C<na3 #YSz- /3qCjRaC, cja3cc3c VKTW j jCL3 SY9 c3,RN0c. c3,RN0c 8Ra jsR ,c3c
sCj@ 0C{3a3Nj $,GAUa3ccna3 $RnN0aw ,RN0CjCRNcY
@C<@3a cja3cc3c CN j@3 URaRnc L30CnLY c  a3cnIj R8 j@3 @C<@ 03qCjRaC, cja3cc3c.
0L<3 N0 cU3aCjw 03<a0jCRN <aRs 8cj3aY i@3 cU3aCjw N<I3 0CcjaC$njCRN CN
7C<na3 #YSS CN0C,j3c  @C<@3a 03<a0jCRN aRnN0 sRaL@RI3ȕc jCU CN j@3 ,c3 sCj@
8cj3a Ua3ccna3 0aRUY i@3 CNCjCI cU3aCjw N<I3 Cc Szï N0 j@3 IRs3a N<I3c aRnN0
j@3 sRaL@RI3 CN0C,j3 cU3aCjw 03<a0jCRNY
c L3NjCRN30. 03<a0jCRN R8 j@3 cU3aCjw N<I3 CN,a3c3c j@3 U3aL3$CICjw $w
RU3NCN< j@3 8a,jna3 U3ajna3d @Rs3q3a. cCLnIjCRN a3cnIjc CN0C,j3 j@j j@3 Rs
nu 3N@N,3L3Nj 8aRL j@3 sRaL@RI3ȕc RnjI3j 0n3 jR j@3 cU3aCjw 03<a0jCRN Cc
CNcC<NC~,Nj. N0 8Ra j@3 ,c3c CN,In0CN<  8a,jna3 sCj@ 0CU N<I3c R8 zï N0 9ï j@3
Rs nu 3N@N,3L3Nj Cc I3cc j@N SXY
#Y9 +RN,IncCRN
BN j@Cc sRaG. N 3\nCqI3Nj ,RnUI30 3IcjRAUIcjC, 0L<3 LR03I 8Ra 8a,jna30 ,@IG
CN,In0CN< sRaL@RI3c Cc 03q3IRU30 N0 ,RnUI30 sCj@ nC0 Rs N0 CLUI3L3Nj30 CN
+7/A72 ,R03Y i@Cc Cc 0RN3 jR cjn0w j@3 3{3,jc R8 j@3 IR0CN< N0 3uCcj3N,3 R8
NjnaI 8a,jna3c RN j@3 cja3N<j@ N0 038RaLjCRN R8 sRaL@RI3c N0 ,@IG 0naCN<
UaR0n,jCRN 8aRL NjnaIIw 8a,jna30 a3c3aqRCacY Ij@Rn<@ sRaL@RI3c ,N LG3 N
3cC3a Uj@ 8Ra j@3 Rs. j@3w LC<@j IcR ,RIIUc3 N0 j@3a3$w N3njaICy3 j@3Ca 3{3,j
RN a3,Rq3awY
`3cnIjc c@Rs j@j j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 sRaL@RI3 UIN3 sCj@ a3cU3,j jR j@3
RaC3NjjCRN R8 j@3 NjnaI 8a,jna3 UIN3c UIwc N CLURajNj aRI3 RN aR,G cja3N<j@
e: +RnUI30 7InC0 7IRs N0 2IcjRAUIcjC, /L<3Ğ
VW bIRs a3c3aqRCa 03UI3jCRN- f GT
Ua3ccna3 0aRU j j@3 $RnN0aw RnjI3j
CN SY9 c3,RN0cY
V$W 7cj a3c3aqRCa 03UI3jCRN- kz GT
Ua3ccna3 0aRU j j@3 $RnN0aw RnjI3j
CN SY9 c3,RN0cY
7C<na3 #YSS- cU3aCjw N<I3 V03<a33W 0CcjaC$njCRN CN j@3 URaRnc ,@IG j jCL3 SY9
c3,RN0c 8Ra jsR ,c3c sCj@ 0C{3a3Nj $,GAUa3ccna3 $RnN0aw ,RN0CjCRNcY
N0. ,RNc3\n3NjIw. Rs UaR0n,jCRNY i@3 RaC3NjjCRN R8 NjnaI 8a,jna3c @c  cjaRN<
3{3,j RN Rq3aII a3c3aqRCa 038RaLjCRNY BN j@3 ,c3 R8 nNCAuCI ,RLUa3ccCq3 IR0.
j@3 @C<@ q3ajC,I 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG sCj@  @RaCyRNjI 8a,jna3 UIN3 ,nc3c
@C<@ 0RsNsa0 LRq3L3Nj R8 j@3 sRaL@RI3ȕc sII. s@C,@ ,N I30 jR sRaL@RI3
R,,IncCRNY 7naj@3aLRa3. j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRN a3IjCq3 jR j@3 sRaL@RI3 @c 
cjaRN< CLU,j RN j@3 sRaL@RI3ȕc 8CIna3 N0 0L<3 aRnN0 Cjd j@3 sRaL@RI3ȕc sII
3uU3aC3N,3c @C<@ Caa3q3acC$I3 038RaLjCRNc CN j@3 ,c3 sCj@ j@3 @RaCyRNjI 8a,jna3Y
BN ,RNjacj. 0L<3 03q3IRUL3Nj N0 j@3 8a,jna3ȕc cU3aCjw 03<a0jCRN aRnN0
j@3 sRaL@RI3 CN,a3c3c U3aL3$CICjw $w RU3NCN< j@3 8a,jna3 U3ajna3d @Rs3q3a.
a3cnIjc CN0C,j3 N CNcC<NC~,Nj 3{3,j RN j@3 UaR0n,jCRN aj3Y
BN,a3cCN< j@3 Ua3ccna3 0C{3a3N,3c $3js33N j@3 RnjI3j $RnN0aw N0 j@3 a3c3aA
qRCa CN,a3c3c j@3 Rq3aII 038RaLjCRN R8 j@3 ,@IG. CN,a3c3c j@3 aCcG R8 j@3 ,@IG
N0 sRaL@RI3 8CIna3. N0 j@3a3$w sRaL@RI3 R,,IncCRNY
#Yf ,GNRsI30<L3Njc
r3 sRnI0 ICG3 jR j@NG T3ja3II b. j@3 `3c3a,@ +RnN,CI R8 MRasw. #T MRa<3 b
N0 MRas3<CN mNCq3acCjw R8 b,C3N,3 N0 i3,@NRIR<w VMiMmW 8Ra j@3Ca ~NN,CI
cnUURajY
Appendix C
UU3N0Cu +
2{3,jc R8 MjnaI 7a,jna3
QaC3NjjCRNc RN TRaRcCjw
2qRInjCRN N0 bja3cc bjj3c R8 j@3
,C0Cy30 `R,G- +RLUnjjCRNI
bCLnIjCRN sCj@ +RnUI30 7IRs
N0 2IcjC, Kj3aCI
#w MyNCN D@NC. #EǹaN ?n<3N N0 ;3Ca #3a<3d cn$LCjj30 jR j@3 DRnaNI R8
T3jaRI3nL b,C3N,3 N0 2N<CN33aCN<Y
$cja,j
,C0 CNE3,jCRN CN  IRs U3aL3$CICjw ,a$RNj3 RCI a3c3aqRCa ,N CN,a3c3 j@3 RCI
a3,Rq3aw $w 3j,@CN<  Uaj R8 j@3 L30CnLd ,a3jCN<  ,RN0n,jCq3 ,@NN3I N0 ,RNA
c3\n3NjIw CN,a3cCN< j@3 Lcc jaNc83a N0 RCI UaR0n,jCRNY ?3j3aR<3N3Cjw R8 j@3
URaRnc ,a$RNj3 a3c3aqRCa CNn3N,3c j@3 0CccRInjCRN Ujj3aN N0 8RaLjCRN R8 j@3
,RN0n,jCq3 ,@NN3I. s@C,@ Cc ,II30  sRaL@RI3Y BN Ra03a jR nN03acjN0 j@3c3 38A
83,jc.  ,RLUnjjCRNI LR03I @c $33N 03q3IRU30 jR cCLnIj3 j@3 ,C0 jaNcURaj CN
j@3 URaRnc L30C N0 0CccRInjCRN R8 j@3 8a,jna30 ,@IGY i@3 NjnaI 8a,jna3c 8A
83,j j@3 0CccRInjCRN Ujj3aN $w 0Ca3,jCN< j@3 Rs URj3NjCI IRN< j@3 8a,jna3cY i@3
a3cnIjc 8RnN0 j@j CN  ,@IG ,Ra3 cLUI3 sCj@  q3ajC,I 8a,jna3 UIN3. s@C,@ Cc
RaC3Njj30 UaII3I jR j@3 UIN3 $3js33N j@3 CNI3j N0 j@3 ,Ra3. j@3 CNE3,j30 ,C0 @c
j@3 $3cj U3N3jajCRN 03Uj@ j@aRn<@ j@3 ,Ra3 cLUI3Y ?Rs3q3a. j@3 q3ajC,I 8a,jna3
e9
ef 2{3,jc R8 MjnaI 7a,jna3 QaC3NjjCRNcĞ
I30c jR @C<@ 03qCjRaC, cja3cc3c CN j@3 ,Ra3. s@C,@ ,N a3cnIj CN N 3aIC3a 8CIna3 R8
j@3 Lj3aCI. j@nc  N3<jCq3 3{3,j RN j@3 RCI a3,Rq3awY
+YS BNjaR0n,jCRN
rCj@ IRs U3aL3$CICjw N0 URaRcCjw a3c3aqRCac. RCI Cc jaUU30 CN j@3 aR,G N0 ,NA
NRj $3 3uja,j30 $w CNCjCI 0aCIICN<Y i@3a38Ra3. s3II cjCLnIjCRN j3,@NC\n3c cn,@ c
8a,jnaCN< Cc nc30 jR CN,a3c3 j@3 U3aL3$CICjw R8 j@3 ,a$RNj3 aR,GY isR swc R8
s3II cjCLnIjCRN a3 8a,jnaCN< N0 LjaCu ,C0CyCN<Y /naCN< j@3 8a,jnaCN<. nC0 Cc
CNE3,j30 j @C<@3a Ua3ccna3 j@N a3c3aqRCa Ua3ccna3Y i@3 @C<@ a3c3aqRCaȕc Ua3ccna3
I30c jR j@3 8a,jna3 RU3NCN< N3s ,@NN3IcY BN LjaCu ,C0CyCN<. ,C0 Cc CNE3,j30 j 
IRs3a Ua3ccna3 j@N j@3 LjaCu Ua3ccna3 N0 ,C0 a3,jc sCj@ j@3 ,a$RNj3 aR,G. 0CcA
cRIqCN< URajCRN R8 j@3 aR,G N0 RU3NCN< nU j@3 3uCcjCN< cU,3c s@C,@ I30c N 3cC3a
RCI Rs $w CN,a3cCN< j@3 aR,G U3aL3$CICjw N0 URaRcCjwY i@Cc IIRsc LRa3 nC0
0aCNCN< jR j@3 s3IIA$Ra3 N0 3N@N,3c RCI UaR0n,jCRNY r3II cjCLnIjCRN $w ,C0
Cc $3,RLCN< CN,a3cCN<Iw CLURajNj jR a30n,3 j@3 0aCIICN< ,RcjcY ?Rs3q3a. LNw
,C0CyCN< ja3jL3Njc 0R NRj UaR0n,3 j@3 3uU3,j30 CN,a3c3 CN a3c3aqRCa UaR0n,jCqA
CjwY b3q3aI cjn0C3c )l:. 9e* @q3 00a3cc30  0CccRInjCRN UaR,3cc. s@C,@ I30c jR
j@3 8RaLjCRN R8  IRN<. ,RN0n,jCN< N0 $aN,@CN< ,@NN3I $3js33N j@3 a3c3aqRCa
N0 j@3 s3II. ,N CLUaRq3 j@3 URaRcCjw N0 U3aL3$CICjw R8 j@3 ,a$RNj3 a3c3aqRCa
N0 ,RNc3\n3NjIw Cjc UaR0n,jCqCjwY i@Cc ,@NN3I <R3c j@aRn<@ j@3 aR,G ICG3  sRaL.
@3N,3 j@3 NL3 ȒsRaL@RI3ȓY b3q3aI 3uU3aCL3NjI sRaGc )S9. kS. lz. :. kk. :4*.
N0 NnL3aC,I cjn0C3c cn,@ c )l9. lf. :k. ::. 94. 9e. SS. :f* @q3 $33N ,RN0n,j30
jR nN03acjN0 j@3 3{3,j R8 UaL3j3ac cn,@ c j@3 ,C0 CNE3,jCRN aj3. nC0 q3IR,Cjw.
cna8,3 a3,jCRN aj3 N0 UaRU3ajC3c R8 j@3 L30C RN j@3 ,@NN3I cjan,jna3Y ?Rs3q3a.
j@3 3{3,j R8 j@3 @3j3aR<3N3Cjw R8 j@3 URaRnc L30C 0n3 jR j@3 aN0RL RaC3NjjCRN
R8 Cjc NjnaI 8a,jna3c @q3 NRj $33N a3Ij30 jR j@3 aR,G 0CccRInjCRN UaR,3cc3cY BN
00CjCRN. j@3 0CccRInjCRN UaR,3cc CLU,jc RN j@3 Rq3aII 038RaLjCRN N0 cja3N<j@ R8
j@3 aR,G 0n3 jR j@3 ,@N<3c jR j@3 nC0 URa3 Ua3ccna3. s@C,@ {3,j j@3 Rs UaR0n,A
jCRN N0 <CN CNn3N,3c j@3 Rq3aII 3{3,j $w j@3 ,C0 ja3jL3NjY i@3 <RI CN j@Cc
sRaG Cc jR a3Ij3 j@3 3{3,j R8 j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRNc jR j@3 0CccRInjCRN Ujj3aN N0
nN03acjN0 j@3 3{3,jc R8 0C{3a3Nj 0CccRInjCRN Ujj3aNc RN j@3 aR,G cja3N<j@Y 7Ra j@Cc
UnaURc3  ,RNjCNnnL LnIjCAU@wcC,c ,RLUnjjCRNI LR03I Cc 03q3IRU30 jR 03c,aC$3
j@3 ,C0 Rs CNjR j@3 URaRnc ,@IG ,Ra3 cLUI3 CN,In0CN< NjnaI 8a,jna3cY bCLA
nIjCRN Ua30C,jc j@3 URaRcCjw 3qRIqCN< 0n3 jR j@3 ,@IG 0CccRInjCRN $w j@3 CNE3,j30
,C0 N0 a3Ij3c j@3 0CccRIqCN< Ujj3aN jR j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRNcY BN 00CjCRN. j@3
CNn3N,3c R8 j@3 0CccRInjCRN Ujj3aN RN j@3 cja3cc 0CcjaC$njCRN CN j@3 ,@IG ,Ra3 a3
CNq3cjC<j30Y
+YlY T@wcC,I KR03I ee
+Yl T@wcC,I KR03I
i@3 ~acj Uaj R8 j@Cc c3,jCRN 03c,aC$3c  U@wcC,I LR03I j@j ,,RnNjc 8Ra j@3 ,C0
Rs N0 ,@IG 0CccRInjCRNY i@3 LR03I Cc $c30 RN ,RNjCNnnL 3\njCRNc saCjj3N
RN /a,w c,I3 )Sf*Y i@3 c3,RN0 Uaj. 03c,aC$3c  <3RL3,@NC,I LR03I CNj3<aj30
sCj@  Rs LR03I j@j ,,RnNjc 8Ra j@3 cja3N<j@ R8 j@3 ,C0Cy30 8a,jna30 aR,GY
+YlYS KR03I 8Ra +@IG /CccRInjCRN
,C0 Rsc $w ,RNq3,jCRN CNjR URa3 cU,3cY i@3 ,C0 LRI3,nI3c a3 jaNc83a30 jR
j@3 cna8,3 R8 URa3c N0 ,C0 a3,jc sCj@ j@3 aR,G N0 j@3 a3,jCRN UaR0n,jc jaNc83a
$,G jR j@3 $nIG R8 j@3 RsCN< ,C0Y c  a3cnIj R8 j@3 a3,jCRN. URaRcCjw 3qRIq3c
N0 ,nc3c N 3cC3a Uj@ 8Ra j@3 RsY  Lj@3LjC,I 03c,aCUjCRN R8 ,C0 jaNcURaj
CN 8a,jna30 URaRnc L30CnL Cc Ua3c3Nj30 $w ;RI~3a 3j IY )l9* $w ,RNcC03aCN< j@3
8RIIRsCN< ccnLUjCRNcY
SY i@3 a3,jCRN UaR0n,jc. s@C,@ jaNc83a $,G jR j@3 $nIG. a3 q3aw cLII j@nc Cj
Cc ccnL30 j@3w 0R NRj ,@N<3 j@3 jRjI nC0 LccY
lY i@3 CNj3a8,3 c@U3 ,@N<3c Cc cIRsY
kY i@Cc LR03I Cc ,RNcC03a30 c  Lcc jaNc83a ,RNjaRII30 a3<CL3d Cj Cc ccnL30
j@3 a3,jCRN Cc q3aw 8cj N0 j@3 ,C0 ,RN,3NjajCRN j j@3 nC0AcRIC0 U@c3 Cc
N3<IC<C$I3Y
7IRs TaR,3cc3c
/a,w q3IR,Cjw Cc 03~N30 ,,Ra0CN< jR /a,wȕc IsY /a,w q3IR,Cjw 8Ra  ILCNa
cCN<I3AU@c3 nC0 Rs sCj@ N3<I3,jCN< j@3 <aqCjw 3{3,j Cc Ua3c3Nj30 CN 2\njCRN
V+YSWY
\ = − 1
μ
F · ∇P V+YSW
s@3a3 P Cc j@3 Ua3ccna3 N0 ∇P Cc j@3 Ua3ccna3 <a0C3Njd F Cc U3aL3$CICjw j3NcRa
)le* N0 03~N30 CN 2\njCRN V+YkWY i@3 nC0 q3IR,Cjw q3,jRa m Cc a3Ij30 jR j@3
/a,w q3IR,Cjw q $w j@3 URaRcCjw (ϕ)
U =
q
ϕ
V+YlW
F = |k| kij V+YkW
e4 2{3,jc R8 MjnaI 7a,jna3 QaC3NjjCRNcĞ
d
z
y
x
dip
7C<na3 +YS- N CIIncjajCRN R8  7a,jna3 UIN3 sCj@ 0CU N<I3 d N0 yCLnj@ Ozï
i@3 U3aL3$CICjw j3NcRa F Cc j@3 UaR0n,j R8 jsR ,RLURN3Njc- j@3 j3NcRa Uaj kij
N0 U3aL3$CICjw c,Ia |k|Y i@3 j3NcRa kij c@Rsc j@3 0Ca3,jCRNI 3{3,j CN j@3 nC0
Rs 0n3 jR j@3 3uCcj3N,3 R8 j@3 8a,jna3c CN j@3 URaRnc L30CnL N0 03~N30 c-
kij = δij − ni nj V+Y:W
s@3a3. ni N0 nj a3 j@3 ,RLURN3Njc R8 j@3 q3,jRa NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3.
UaRE3,j30 jR j@3 8a,jna3 UIN3 ,RRa0CNj3 u3cd δij Cc j@3 FaRN3,G3a 03IjY
7a,jna3 RaC3NjjCRN Cc 03j3aLCN30 $w j@3 yCLnj@ a N0 0CU N<I3c dY i@3 0CU
N<I3 Cc j@3 N<I3 R8 j@3 CN,ICN30 8a,jna3 $3IRs j@3 @RaCyRNjI UIN3 N0 j@3 yCLnj@
N<I3 Cc j@3 N<I3 R8 j@3 CNj3ac3,jCRN ICN3 R8 j@3 8a,jna3 UIN3 N0  @RaCyRNjI UIN3
sCj@ j@3 URcCjCq3 x uCcY  8a,jna3 UIN3 sCj@ N yCLnj@ R8 Ozï N0  0CU N<I3 Cc
CIIncjaj30 CN ~<na3 V+YSWY
i@3 U3aL3$CICjw c,Ia |k| ,,RnNjc 8Ra j@3 CNj3NcCjw R8 j@3 NCcRjaRUw 0n3 jR
j@3 Ua3c3N,3 R8 8a,jna3c CN j@3 URaRnc L30CnLY i@3 U3aL3$CICjw c,Ia |k| ,N $3
3uUa3cc30 c-
|k| = 2
3
f w3f V+Y9W
s@3a3 f Cc j@3 NnL$3a R8 j@3 8a,jna3 CN  cLUI3 N0 wf Cc @I8 R8 j@3 8a,jna3
U3ajna3 N0 Cc j@3 U3aU3N0C,nIa 0CcjN,3 $3js33N j@3 UaII3I sIIc R8  8a,jna3Y
+RNjCNnCjw 2\njCRN
i@3 ,RNjCNnCjw 3\njCRN Cc $c30 RN j@3 UaCN,CUI3 R8 ,RNc3aqjCRN R8 Lcc.
∂ρϕ
∂t
+ ∇ · m = 0 V+YfW
s@3a3 ϕ a3Ua3c3Nj URaRcCjw R8 j@3 aR,GYi@3 ,RNjCNnCjw 3\njCRN I30c jR j@3 8RIIRsA
CN< 8RaL 8Ra CN,RLUa3ccC$I3 Rs $w LGCN< N ccnLUjCRN j@j j@3 UaR,3cc Cc CN
cj30wAcjj3 0n3 jR j@3 cIRs ,@N<3 CN j@3 CNj3a8,3 c@U3Y
∇ · m = 0 V+YeW
+YlY T@wcC,I KR03I eO
i$I3 +YS- TRa3 c,I3 0j. nc30 CN j@3 /a,w LR03I
bjR3,@CRL3jaC, ,R3|,C3Nj. β SYke
HR,I Lcc jaNcURaj. αc Sz c−S
+@IG 03NcCjw. ρR l:OO G<L−k
b,Ia qIn3 R8 U3aL3$CICjw. |k| 10−10m2
BNCjCI URaRcCjw. ϕ zY:
iaNcURaj 2\njCRN
i@3 jaNcURaj 3\njCRN Cc 03aCq30 $w $IN,CN< R8 II Lcc nu3c ,aRcc j@3 cwcA
j3LY ?3a3. ,RNq3,jCRN N0 0CcU3acCRN 03j3aLCN3 j@3 jaNcURaj UaR,3cc R8 nC0 CN
j@3 URaRnc L30CY i@3 jaNcURaj 3\njCRN Cc UUIC30 jR II Lj3aCIc CN j@3 cwcj3LY
7Ra 3uLUI3. j@3 jaNcURaj 3\njCRN 8Ra ,C0 CN j@3 URaRnc L30C Cc UUaRuCLj30
c-
ϕ
∂Ca
∂t
+ m · ∇Ca = ∇ · (ϕ/3 · ∇Ca)− αc(Ca) V+Y4W
i@3 ~acj j@a33 j3aLc CN j@3 3\njCRN a3Ua3c3Nj ,,nLnIjCRN. ,RNq3,jCRN N0 0CcA
U3acCRN R8 j@3 ,C0. a3cU3,jCq3IwY i@3 8Raj@ j3aL Cc 03~N30 c  cCNG Ra j@3 ,C0
,RNcnLUjCRN j3aL N0 03c,aC$3c j@3 03UI3jCRN R8 ,C0 0n3 jR j@3 a3,jCRNdDe Cc j@3
0CcU3acCRN j3NcRa N0 αc Cc j@3 IR,I Lcc jaNc83a ,R3|,C3Nj. s@C,@ a3 R$jCN30
8aRL j@3 URa3 c,I3 LR03Ic N0 nc30 c CNUnjc jR j@3 /a,w LR03IY i@3 URa3 c,I3
UaL3j3ac R$jCN30 8aRL ;RI~3a 3j IY )l:* N0 ICcj30 CN i$I3 +YS V8Ra LRa3 03A
jCI c33- )l9. fl*WY BN j@Cc sRaG j@3 3{3,j R8 @3j3aR<3N3Cjw R8 j@3 URaRnc L30C 8Ra
03~NCN< j@3 0CcU3acCRN j3NcRa Cc NRj ,RNcC03a30Y
/CccRInjCRN
i@3 LRnNj R8 cRIC0 0CccRIq30. s@C,@ ,nc3c URaRcCjw 3qRInjCRN. Cc 3\nCqI3Nj jR j@3
LRnNj R8 ,C0 ,RNcnL30d i@3 3qRInjCRN R8 j@3 URaRcCjw ~3I0 Cc 03~N30 $w ncCN<
j@3 cjRC,@LC3jaw R8 j@3 a3,jCRN c-
∂ϕ
∂t
=
β αcCa
ρR
V+YOW
s@3a3 ρR Cc j@3 aR,G 03NcCjw. β a3Ua3c3Njc j@3 cjR3,@CRL3jaC, ,R3|,C3Nj R8 j@3
,@3LC,I a3,jCRNY i@3 a3cnIjCN< ,C0 ,RN,3NjajCRN UaR~I3 8aRL 2\njCRNV+Y4W Cc
nc30 jR cRIq3 j@3 0CccRInjCRN 3\njCRN jR ~N0 j@3 N3s URaRcCjw ~3I0Y
+YlYl KR03I 8Ra Ta30C,jCRN R8 +@IG bja3N<j@
i@3 ,RN,3Uj R8 3\nCqI3Nj ,RNjCNnnL Cc nc30 CN Ra03a jR LR03I j@3 8a,jna30 ,@IGY
BN j@Cc L3j@R0 j@3 ,@IG CN,In0CN< 0Cc,RNjCNnCjw Cc ja3j30 c  cCN<I3 L30CnL sCj@
4z 2{3,jc R8 MjnaI 7a,jna3 QaC3NjjCRNcĞ
N 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03IY
+RNcjCjnjCq3 KR03I 8Ra 7a,jna30 +@IG
i@3 3\nCqI3Nj ,RNcjCjnjCq3 LR03I 8Ra j@3 ,@IG sCj@  cCN<I3 8a,jna3 Cc saCjj3N c
8RIIRsc-
Δεt = 6tΔσt V+YSzW
s@3a3. εt Cc j@3 jRjI cjaCN q3,jRa N0 Cc 3\nI jR j@3 cnL R8 j@3 cjaCN CN j@3 8a,jna3
N0 j@3 CNj,j ,@IGY σt Cc j@3 jRjI cja3cc q3,jRa N0 Cc 3\nI jR j@3 cja3cc R8 j@3
8a,jna3 N0 j@3 CNj,j ,@IG )ll*Y 6t Cc j@3 3\nCqI3Nj ,RLUICN,3 LjaCu R8 j@3
3IcjC, 8a,jna30 ,@IG-
6t = 6I + hT 6J h V+YSSW
s@3a3 6I Cc j@3 3IcjC, ,RLUICN,3 LjaCu R8 j@3 ,@IG sCj@Rnj 8a,jna3 N0 6J Cc
j@3 ,RLUICN,3 LjaCu R8 j@3 3IcjC, 8a,jna3 UIN3 CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3c-
6I = .−1I V+YSlW
.I =
E
1 + ν
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 0.5− ν 0 0
0 0 0 0 0.5− ν 0
0 0 0 0 0 0.5− ν
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
V+YSkW
s@3a3 E N0 ν a3 vRnN<ȕc KR0nInc N0 TRCccRNȕc ajCR a3cU3,jCq3IwY
6J =
⎡
⎣k−1n 0 00 k−1s 0
0 0 k−1t
⎤
⎦ V+YS:W
s@3a3 kn Cc j@3 cjC{N3cc NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3. N0 ks N0 kt a3 j@3 c@3a
cjC{N3cc R8 j@3 8a,jna3 UIN3 CN jsR Raj@R<RNI 0Ca3,jCRNc )9l*Y i@3 ,RNcjCjnjCq3 R8
j@3 8a,jna3 UIN3 Cc saCjj3N CN Cjc IR,I ,RRa0CNj3 UIN3 Vx′, y′, z′W N0 j@3 uCc R8 x′
Cc j@3 uCc NRaLI jR j@3 8a,jna3 UIN3Y i@3 $IR,G ,RRa0CNj3 cwcj3Lc Cc 03~N30 $w
u3c R8 x, y N0 z. s@C,@ Cc CIIncjaj30 CN ~<na3 V+YSWWY h Cc  6× 3 jaNc8RaLjCRN
LjaCu )Sz] * j@j jaNc8RaLc j@3 cja3cc q3,jRa R8 j@3 8a,jna3 UIN3 CNjR j@3 cja3cc
q3,jRa j j@3 $IR,G ,RRa0CNj3c c 8RIIRsc-{
σ′xx σ′xy σ′xz
}T
= h
{
σxx σyy σzz σxy σyz σxz
}T V+YS9W
h =
⎡
⎣ l2x m2x n2x 2 lxmx 2mx nx 2 lx nxlx ly mxmy nx ny mx ly + lxmy nxmy +mx ny nx ly + lx ny
lx lz mxmz nx nz mx lz + lxmz nxmz +mx nz nx lz + lx nz
⎤
⎦
V+YSfW
+YkY +RLUnjjCRNI bCLnIjCRN 4S
i$I3 +Yl- +@IG N0 8a,jna3 UaL3j3ac nc30 8Ra NIwc3c
vRnN<ȕc LR0nInc. E :zzzKT
TRCccRNȕc ajCR. ν zYll
7a,jna3 NRaLI cja3N<j@. kn kzKT/L
7a,jna3 c@3a cja3N<j@. ks. kt S9KT/L. S9KT/L
#CRjȕc ,R3|,C3Nj α#CRj S
N0 ⎧⎨
⎩
lx = ,Rc(x′, x) mx = ,Rc(x′, y) nx = ,Rc(x′, z)
ly = ,Rc(y′, x) my = ,Rc(y′, y) ny = ,Rc(y′, z)
lz = ,Rc(z′, x) my = ,Rc(z′, y) ny = ,Rc(z′, z)
⎫⎬
⎭ V+YSeW
7Ra j@3 URaRnc ,@IG CN,In0CN< Rs sCj@ URa3 Ua3ccna3 p. σt Cc a3UI,30 $w j@3
3{3,jCq3 cja3cc σt′ c 8RIIRsc-
σt′ = σt − α#CRj p V+YS4W
s@3a3 α#CRj Cc j@3 #CRjȕc ,R3|,C3NjY TaL3j3ac R8 j@3 ,RNcjCjnjCq3 LR03I a3 ICcj30
CN i$I3 +YlY
+Yk +RLUnjjCRNI bCLnIjCRN
i@3 $Rq3 U@wcC,I LR03I Cc CLUI3L3Nj30 jR N CNA@Rnc3 ,RLUnjjCRNI ,R03 )9*Y
i@3 ,RLUnjjCRNI L3j@R0 R8 j@3 nC0 Cc $c30 RN 7CNCj3ApRInL3 L3j@R0. s@3a3c
j@3 7CNCj3 2I3L3Nj L3j@R0 Cc nc30 jR 3qInj3 j@3 cja3cc cjj3c R8 j@3 aR,GY i@3
GNRsN Ua3ccna3 <a0C3Njc 8aRL j@3 nC0 Rs LR03I ,RNq3ajc jR j@3 8Ra,3 N0 nc30
CN j@3 ,RNcjCjnj3 LR03I jR ,I,nIj3 j@3 cja3cc cjj3cY i@3 nC0 URa3 Ua3ccna3 Cc nc30
jR ,I,nIj3 j@3 3{3,jCq3 cja3cc3cY
+YkYS `3cnIjc
i@3 ,@IG @3j3aR<3N3Cjw 0n3 jR j@3 aN0RL RaC3NjjCRN R8 j@3 NjnaI 8a,jna3c 8A
83,jc j@3 0CccRInjCRN Ujj3aN N0 CNn3N,3c j@3 aR,G cja3N<j@Y i@3 CL R8 j@Cc cjn0w
Cc jR nN03acjN0 j@3 3{3,j R8 j@3 8a,jna3 RaC3NjjCRN RN j@3 0CccRInjCRN Ujj3aN.
URaRcCjw 03q3IRUL3Nj N0 cja3cc cjj3c R8 j@3 ,C0Cy30 ,@IGY 7Ra j@Cc a3cRN ,RLA
UnjjCRNI cCLnIjCRNc 8Ra j@3 j@a33 ,@IG ,Ra3c CN,In0CN<  cCN<I3 8a,jna3 R8 0C8A
83a3Nj RaC3NjjCRNc @q3 $33N 0RN3Y i@3 ,RRa0CNj3 u3c a3 03UC,j30 CN ~<na3 +YSY
SY +c3 S- yCLnj@ Ozï N0 0CU zïd j@3 8a,jna3 UIN3 Cc UaII3I jR j@3 @RaCyRNjI
UIN3 xyY
4l 2{3,jc R8 MjnaI 7a,jna3 QaC3NjjCRNcĞ
lY +c3 l- yCLnj@ Ozï N0 0CU S9ï. s@C,@ Cc CN,ICN30 S9ï 8aRL j@3 @RaCyRNY
kY +c3 k- yCLnj@ Ozï N0 0CU Ozï. s@C,@ Cc RaC3Nj30 q3ajC,IIw N0 UaII3I jR
j@3 xz UIN3Y
i@3 LR03I ,RNcCcjc R8  a3,jN<nIa qRInL3 R8 l ,L CN q3ajC,I 0Ca3,jCRN. z. N0
S ,L CN @RaCyRNjI. x N0 y 0Ca3,jCRNcY /CcUI,3L3Nj 8Ra 8,3c NRaLI jR x N0
y 0Ca3,jCRNc a3 y3aR CN j@3Ca NRaLI 0Ca3,jCRNcY i@3 $RjjRL cna8,3 @c y3aR 0CcA
UI,3L3Nj CN z 0Ca3,jCRNY
,C0 Cc CNE3,jCN< 8Ra Sz c3,RN0c 8aRL j@3 LC00I3 R8 j@3 jRU cna8,3 R8 j@3 ,@IG
,Ra3Y i@3 CNCjCI URa3 Ua3ccna3 Cc z.z4KTY ,C0 Lcc 8a,jCRN Cc <Cq3N c N CNI3j
$RnN0aw ,RN0CjCRNcY i@3 cCLnIjCRN anNc 8Ra S9 c3,RN0c. nN03a nNCuCI ,RLUa3cA
cCRN IR0d ,RLUa3ccCRN $RnN0aw IR0 Cc UUIC30 RN j@3 jRU cna8,3 N0 Cc CN,a3cCN<
ICN3aIw 8aRL z.zOKT jR z.:9KT 8Ra 4 c3,RN0c N0 j@3w a3LCNc ,RNcjNj 8aRL
4 jR S9 c3,RN0cY
i@3 CNE3,j30 ,C0 Cc j IRs ,RN,3NjajCRNc. j@3a38Ra3 U@wcC,I UaRU3ajC3c R8 sj3a
Cc nc30 8Ra j@3 NnL3aC,I cCLnIjCRNY
/CccRInjCRN Tjj3aN
7Ra j@3 cL3 LRnNj R8 j@3 CNE3,j30 ,C0. j@3 ,C0 Lcc 8a,jCRN 0CcjaC$njCRN Vc33
7C<na3 +YlW N0 j@3 URaRcCjw 03q3IRUL3Nj Vc33 7C<na3 +YkW a3 3qInj30 8Ra j@3
,@IG cLUI3c sCj@ L3NjCRN30 8a,jna3 RaC3NjjCRNcd i@3 ,C0 ,RN,3NjajCRN UaR~I3
Cc a3Ij30 jR j@3 0Ca3,jCRNI 3{3,j R8 j@3 8a,jna3c RN j@3 Rs N0 Cc ,@a,j3aCy30
CN j@3 8RIIRsCN<Y
BN 7C<na3 +Yl. j@3 ,C0 cUa30 Rq3a j@3 cnaaRnN0CN< R8 j@3 ,Ra3 cLUI3 CN j@3
@RaCyRNjI 0Ca3,jCRNcY i@3 U3N3jajCRN 03Uj@ R8 ,C0 Cc a3cjaC,j30 jR j@3 a3<CRN ,IRc3
jR j@3 CNI3jY i@3 URaRcCjw ~3I0 j j@3 cU3,C~, jCL3 Cc 03UC,j30 CN 7C<na3 +YkY
BN 7C<na3 +Yl$. j@3 ,C0 U3N3jaj3c CNjR j@3 ,Ra3 cLUI3. @Rs3q3a sCj@ RaC3NA
jjCRN jRsa0 j@3 cnaaRnN0CN<Y i@3 a3cnIjCN< URaRcCjw ~3I0c Cc CIIncjaj30 CN 7C<na3
+Yk$Y
7C<na3 +Yl, CIIncjaj3c j@j j@3 ,C0 U3N3jaj3c CNjR j@3 ,Ra3 cLUI3 N0  IRN<3a
N0 033U3a ,@NN3I CN ,RLUa3 jR ,c3 S N0 l Cc 8RaL30Y i@3 URaRcCjw Cc 3qRIq30
IRN< j@3 ,Ra3 cLUI3. Vc33 7C<na3 +Yk,WY
p3,jRa R8 p3IR,Cjw N0 Ta3ccna3 /CcjaC$njCRN
7C<na3 +Y: c@Rsc j@3 q3IR,Cjw q3,jRac N0 j@3 Ua3ccna3 0CcjaC$njCRN 8Ra j@3 L3NA
jCRN30 j@a33 ,c3cY c Cj ,N $3 c33N j@3 q3,jRa R8 q3IR,Cjw Cc IRN< j@3 8a,jna3
UIN3Y BN ,c3 S CN,In0CN< j@3 @RaCyRNjI 8a,jna3. nC0 a3LCNc ,IRc3 jR j@3 CNI3j.
j@nc j@3 nC0 Ua3ccna3 Cc CN,a3cCN< aRnN0 j@3 CNI3j. s@C,@ I30c jR  @C<@ Ua3ccna3
<a0C3Nj aRnN0 j@3 CNI3jY BN ,c3 l CN,In0CN< j@3 CN,ICN30 8a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